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Sazetak

STREAM 1D je racunalni model za prognoziranje hidrodinamickih procesa u izrazito
uslojenim uvjetima. Procesne jednadzbe izvede su iz zakona oCuvanja mase i koliine
gibanja za jednodimenzijsko i nestacionarno te€enje dva sloja plitkih voda razli€itih gustoca
u koritima proizvoljne geometrije. Numeri¢ki algoritam implementiran je u Python 3.6
programskom jeziku, a temelji se na metodi konacnih volumena, odnosno dobro
uravnotezenoj Roevoj Q-shemi. Model je detaljno validiran za slu€aj dvoslojnog teenja na
uscu Rjecine usporedbom s terenskim mjerenjima. U ovome su radu prikazane mogucnosti
modela u prognoziranju duljine prodora slane vode uslijed konstantnog protoka rijeke. Uz
kalibrirani koeficijent trenja na razdjelnicu medu slojevima, poklapanja numeric¢kih rezultata i
izmjerenih vrijednosti su zadovoljavajuca.

Kljuéne rijeci: usca, racunalni model, jednadzba plitkih voda, uslojenost, metoda konacnih
volumena, Q-shema, Rjecina

Abstract

STREAM 1D is a computational model for simulating hydrodynamic processes in highly
stratified conditions. Governing equations are derived from the conservation laws for mass
and linear momentum, for one-dimensional and time-dependant shallow water flow of two-
layer of different densities and in channels with irregular geometry. The numerical algorithm
is implemented in Python 3.6, and is based on the finite volume method, or more precisely
on a well-balanced Q-scheme of Roe. This model was thoroughly validated by comparing
the results with field measurements of two-layer flow in the Rje€ina River Estuary. In this
work, we present the model's capability to predict the salt-water intrusion length under
constant river flow. When the interfacial friction factor between the layers is calibrated, the
agreement between the numerical results and measured values is satisfactory.

Keywords: estuaries, computational model, shallow water equation, stratification, finite
volume method, Q-scheme, Rjecina
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1. Uvod

Stratified Estuarine Model (STREAM 1D) je autorski jednodimenzijski numeri¢ki model koji
opisuje dvoslojno i nestacionarno tecenje plitkih voda u uslojenim uvjetima. Model je
prvenstveno razvijen kako bi se mogli prognozirati kompleksni hidrodinamicki procesi u
izrazito stratificiranim usc¢ima, pri Eemu se prvenstveno misli na prodiranje slane vode uslijed
razli¢itih hidroloSkih i mareografskih utjecaja, ali i na propagaciju poplavnih valova u
priobalnim zonama uslijed medudjelovanja ekstremnih oborina i olujnih uspora s mora.
Naime, u mikrotajdalnim uvjetima te uz dominantna utjecaj rijeCnog toka (Sto je sluéaj u
vecini rijeka Mediteranskog sliva, ukljuujuci i Jadranski sliv), na us¢ima rijeka uspostavlja
se izrazito uslojeno tecenje; gorniji sloj slatke vode te€e prema u$¢u iznad donjeg sloja slane
vode koji prodire uzvodno. U ovakvim uvjetima granica izmedu dva sloja je vrlo ostra, a doniji
sloj poprima oblik klina (od tuda i drugi naziv za ovaj tip us¢a — ,slani klin“).

lako su danas sve dostupniji 3D numericki modeli koji rjeSavaju Navier-Stokesovu
jednadzbu (primjerice OpenFOAM), za opisivanje uslojenog tecenja na usc¢ima rijeka
potrebno je koristiti dvofazne sheme te dinamicko proguscivanje mreze u blizini razdjelnice
slojeva, $to zahtijeva izrazito snazne raCunalne resurse (super ra¢unala) ili pak rezultira s
vrlo dugotrajnim proracunima. S druge strane, modeli plitkih voda su puno jednostavniji za
implementirati, racunalno su manje zahtjevni, a mogu se prosiriti na dva medusobno
povezana sloja te na taj nacin dovoljno precizno opisati fizikalne procese u uslojenim
uvjetima toka [1]. Dvoslojni modeli plitkih voda uspjeSno su primijenjeni i detaljno validirani
na razli¢itim primjerima uslojenog te€enja, kao Sto su izmjene dvaju mora kroz tjesnace
[1,2], gravitacijske struje [3] te izrazito stratificirana uséa [4,5].

U ovome ¢e se radu ukratko opisati procesne jednadzbe modela, glavni aspekti numericke
implementacije te dati prikaz moguénosti modela u prognoziranju prodora slane vode na
uScéu Rjecine uz validaciju s terenskim mjerenjima.

2. Matematicki model i numericka shema

2.1. Matematicki model

Matematic¢ki model definiran je sustavom parcijalnih diferencijalnih jednadzbi izvedenih iz
zakona o€uvanja mase i koli¢ine gibanja za jednodimenzijsko te€enje dva sloja plitkih voda
razli¢itih gusto¢a u koritima proizvoljne geometrije. Ovaj sustav zapisan je u sljedecem
vektorskom obliku [4,6]:

ow Of(o,w)

at + dx
gdje je t vrijeme, x koordinata u smjeru toka, vektor nepoznanica je w = {4; Q; 4, Q,}T ,a
vektor numeri¢kog fluksa f(a, w) definiran je izrazom [2]

Qi g Q3

T
g
f(U.W)={Q1 A_1+2_01A% Q, A_2+EA%}’ (2)

= B(o, w)(;—:: +v(o,w) + g(o,w) + s(o,w), (1)
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Gdje je A; omocena povrSina poprec¢nog presjeka, Q; protok, g ubrzanje sile teze, o; Sirina
popre€nog presjeka, a indeks i = 1,2 oznaCava gornji, odnosno donji sloj. Uz navedeno,
matrica B(a, w) i vektor v(a, w) definirani su sljede¢im izrazima [2]:

[0 0 0 O] ( 0 \
A lgd (1 i
B 0 ° _g"_i ° ( )—{55(“_1)'4%5 3
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Izvorni €lanovi g(a, w) i s(o, w) opisuju geometrijske karakteristike korita te fizikalne procese
na razdjelnici medu slojevima (trenje i vertikalno mijeSanje) [4,6]:
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gdje su I3; i I3, integrali koji opisuju proizvoljnu geometriju, b je visina dna kanala, h; je
debljina sloja, r je omjer gustoée gornjeg i donjeg sloja, t,, t,, i T; SU posmi€na naprezanja
izmedu, redom, fluida i dna kanala, fluida i bo&nih stranica te dvaju fluida, 0; je omoceni
obod, a w, je vertikalna brzina transporta vode (eng. entrainment velocity) iz donjeg sloja u
gornji. Trenje i mijeSanje na razdjelnici uklju¢eni su ne samo kako bi realnije opisali fizikalne
procese, ve¢ kako bi numericka shema bila stabilnija i robusnija [7]. ViSe detalja o
procesnim jednadzbama dostupno je u literaturi [4].

2.2. Numeric¢ka implementacija modela

Sustava jednadzbi (1) rjieSava se pomoc¢u metode konaénih volumena (MKV). U tu svrhu,
razvijen je numericki algoritam napisan u Python 3.6 programskom jeziku u koji je
implementirana dobro uravnoteZena Roeva Q-shema. Navedena numeri¢ka shema je up-
wind aproksimativni rjeSavac, koji se pokazao kao vrlo to€an i robustan kada se primjeni na
rieSavanje problema nestacionarnog tecenja plitkih voda [1]. Ova numericka shema je
eksplicitna, drugog je reda to¢nosti za stacionarna rjeSenja te dopusta prijelaze izmedu
mirnog i burnog rezima tecenja [1].

Prostorna domena je podijeljena u kontrolne ¢elije (volumene) definirane Sirinom Ax. Pritom,
vremenski korak je oznaCen s At. Indeks i oznaCava prostorni polozaj, dok eksponent n
oznacava vremenski korak. Jednadzba (1) je na ovaj nacin aproksimirana sljedecim izrazom
[2,4]:

At
witt = wlt + E(fi—uz —fi412)

At
+ 2Ax [Bi—l/Z(Win —wil)+ Bi+1/2(Wi73r1 - Wzn)]

At At ., _
+ 2Ax (Vi—1/2 + Vi+1/2) + Ax (Pi—1/2gi—1/2 + Pi+1/2gi+1/2)
+ At(Py )8i-1/2 + Py joSiv1/2)s
Gdje su numericki fluksevi definirani sljedeéim izrazom [2]:
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1 1
fiii2 = P [f(oi_1, Wity) + (o}, wi)] — ElQi—1/2|(Win -wiy), (6)
(7)

fii12 = % (ol wi) + f(o741, W]i1)] —%|Qi+1/z|(wirf+1 —-w),
gdje je matrica Qjy1/2 = Jis+1/2 — Bi+1/2 razlika Jakobijane fluksa J = of/ dt i matrice B
definirane na granici i+ 1/2 izmedu celija, a viskozna matrica |Q;,1,,| je definirana
spektralnom  dekompoziciiom  |Qi11/z| = Kiy1/2|Aisry2|[Kityjn,  pri Cemu je  |Aiy]
dijagonalna matrica Ciji koeficijenti su apsolutne vlastite vrijednosti matrice Q;.1/,, Ki41/2 je
matrica pripadajucih vlastitih vektora, a K;}l/z je inverzna matrica matrice vlastitih vektora.

Kako bi se osigurala dobra uravnotezenost sheme uslijed diskontinuiteta na dnu, izvorni
¢lanovi su aproksimirani up-wind postupkom pomocu projekcijskim matrica, definiranih
sljedeéim izrazima [2]:

1 . _
Pii_l/z = EKz‘—uz(l + Sl.gn(Ai—l/Z))Ki—ll/z' (8)

1 . _ 9
PiJ_:r1/2 :EKi+1/2(liSl.g”(Ai+1/2))Ki+11/2~ ®)
Za preostale detalje implementacije ovog numeri¢kog algoritam ditatelji se upucuju na
literaturu [4].

2.3. Rubni uvjeti

Nizvodni rubni uvjet zahtijeva posebnu paznju u slu€aju dvoslojnog teenja u izrazito
stratificiranim u$éima. Naime, nizvodni rub domene je potrebno postaviti na mjestu utoka
rijeke u more, gdje dolazi do naglog Sirenja korita, a te€enje tada prelazi iz mirnog u burni
rezim. U skladu s time, dubina razdjelnice definirana je uvjetom kriticnog te€enja [2,4]:

0
F2+Ff = (-1 FiFE =1 (10)
3
gdje su F2 = —4%_% j p2 = %% yyadrati denzimetrijskog Froudovog broja gomjeg i
17 ga-rnade, 27 ga-nad

donjeg sloja. Rubni uvjet se u svakom vremenskom koraku rjeSava iterativno dok
pretpostavljene vrijednosti nepoznanica 44, 4,, Q,i Q, ne zadovolje izraz (10).

3. Rezultati

Kako bi se prikazale mogucnosti STREAM-1D modela u prognoziranju duljine prodora i
oblika slanog klina uslijed konstantnog protoka rijeke, provedeno je nekoliko simulacija
dvoslojnog te€enja na usc¢u Rjecine za razliCite hidroloSke i mareografske uvjete. Promatralo
se korito Rjecine u duljini od 800 m od us¢a u Jadransko more. Geometrija korita Rjecine
definirana je poprecnim presjecima iz kojih su onda definirane funkcije dubine dna kanala te
Sirine i povrSine popre¢nog presjeka. Domena je ukupne duljine 800 m, a aproksimirana je s
80 celija duljine Ax = 10,0 m. Vremenski korak odabran je s vrijednosti At = 1,0 s, kako bi se
osigurao uvjet CFL < 0,9. Proracun je trajao dok se nisu postigli stacionarni uvjeti.
Koeficijent trenja te vertikalna brzina transporta vode odabrani su iz empirijskih izraza
dobivenih prethodnom kalibracijom modela na us¢u Rjecine [8].
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Rubni uvjeti zadani su s obzirom na izmjerene vrijednosti protoka Rjecine i razine mora na
uSc¢u za svaki slu¢aj zasebno. Uzvodni rubni uvjet definiran je konstantnim protokom Qu(t,
800), dok je nizvodni rubni uvjet definiran konstantnom razinom mora H(t, 0) = h1(t,0) + ha(t,
0) te krititnom dubinom razdjelnice hi(t, 0) prema izrazu (10). Pocetni uvjet zadan je na
sliedeci nadin; protok u donjem sloju jednak je nuli duz cijele domene Q2(0, x)= = 0 m3 s,
protok u gornjem sloju jednak vrijednosti uzvodnog rubnog uvjeta Q1(0, x) = Qu(t, 800),
ukupna razina vode jednaka je izmjerenoj razini mora H(0, x)= RM, a debljina gornjeg sloja
jednaka je kriti€noj dubini definiranoj izrazom (10).

Na Slici 1 prikazani su rezultati proraCuna za razliCite protoke RjecCine te razine mora;
uzduzni profil razdjelnice izmedu gornjeg i donjeg sloja usporeden je s izmjerenim dubinama
razdjelnice na viSe lokacija duz korita. Razvidno je kako duljina slanog klina kao i debljina
gornjeg sloja ponajviSe ovise o protoku Rijeke. Primjerice, najdulji slani klin zabiljezen je i
prognoziran za najnizi protok od 2,0 m® s'* (Slika 1a) dok je za 10,9 m3 s' izracunat najkraci
slani klin (Slika 1f). Pritom, i razina mora ima odredenog utjecaja, pa je tako vecéa duljina
slanog klina zabilieZena kod protoka 6,5 m® s (Slika 1d) u odnosu na protok 4,2 m3 s™
prvenstveno zbog viSe razine mora. Ukupno gledajudéi, izmjereni rezultati se zadovoljavajuce
poklapaju s izmjerenim vrijednostima za iste rubne uvjete.
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Slika 1. Usporedba numeri¢kih rezultata i izmjerenih vrijednosti dubine razdjelnice medu
slojevima za razli¢ite hidroloSke i mareografske uvjete [4]
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4. Zakljucak

U ovome radu je ukratko predstavljen matemati¢ki model, glavni aspekti implementacije
numeri¢kog algoritma te dio moguénosti modela STREAM 1D. Na nekoliko primjera,
prikazano je kako model uspjeSno moze prognozirati duljinu i oblik slanog klina uslijed
konstantnog protoka Rijeke na primjeru uS¢a Rje€ine. Medutim, treba napomenuti da je za
ovako dobro poklapanje potrebno kalibrirati koeficijent trenja na razdjelnici, za koje nazalost
jo$ uvijek ne postoje dovoljno pouzdani empirijski izrazi [4,8]. U budu¢em periodu planira se
navedeni model proSiriti za dvodimenzionalne probleme te ukljuciti tre¢i medu-sloj, kako bi
se preciznije opisali izrazito dinamicki i turbulentni procesi na razdjelnici slojeva pri razli€itim
scenarijima te€enja u stratificiranim us¢ima.
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