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Modeliranje  pukotina  osnim  betonskim
elementima s ugradenim diskontinuitetom

Séulac, P.!, Rukavina, T.2 i Jeleni¢, G.2

Sazetak

Konacni elementi s ugradenim diskontinuitetom jedan su od mogucéih alata za analizu nastanka i
razvoja pukotina u betonu. Pristup jakog diskontinuteta unutar kontinuuma koji je primijenjen u
ovom radu temelji se na obogacivanju neprekinutog polja pomaka dodatnim stupnjem slobode
kojim se modelira skok u polju pomaka na mjestu pukotine.

Ponasanje betona u vlaku opisano je bilinearnim zakonom oS$tecenja: prije dosezanja
vlacne ¢vrstoce beton se ponasa kao linearno-elastican materijal, a nakon prekoracenja vlacne
¢vrstoe naprezanje u betonu smanjuje se s povecanjem Sirine pukotine (soffening). Disipacija
energije na mjestu diskontinuiteta uslijed otvaranja pukotine opisana je kohezivnim zakonom
ponasanja.

U ovom radu prikazana su dva Stapna (osna) kona¢na eclementa s bitno razliCitim
algoritmima za analizu oSteCenja u betonu. Prvi pristup koristi operator split postupak za
razdvajanje proracuna u lokalnu i globalnu fazu. U lokalnoj fazi rjeSavaju se jednadZzbe razvoja
unutarnjih varijabli kojima se modelira oste¢enje na lokalnoj razini, dok se u globalnoj fazi
rjeSavaju jednadzbe s ciljem odredivanja globalnih stupnjeva slobode. U drugom pristupu nema
razdvajanja na lokalnu i globalnu fazu. Modeli su testirani na nekoliko primjera, a u nastavku je
prikazan primjer vla¢nog Stapa s oslabljenjem.

Kljuéne rije€i: beton, Stapni kona¢ni element, ugradeni diskontinuitet, ostecenje
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1 Uvod

Modeliranje procesa nastajanja i razvoja pukotina slozeni je proces koji se samo u iznimno
pojednostavljenim slu¢ajevima moze rijesiti analiticki. lako je od prve primjene numericke
metode konacnih elemenata u modeliranju raspucavanja proslo to¢no 50 godina (vidjeti (1) 1 (2):
Ngo i1 Scordelis, 1967. te Rashid, 1968.), ovo je podrucje i dalje vrlo aktivno i predmet je
istrazivanja mnogih istrazivaca. Navedeni autori ujedno su i zacetnici dva bitno razliCita pristupa
u modeliranju pukotina: prvi ukljucuje diskretne pukotine, dok se drugi bavi razmazanim
pukotinama.

U ovom radu primijenjen je pristup jakog diskontinuiteta unutar kontinuuma koji se
temelji na ugradnji jakog diskontinuiteta u konac¢ni element na nacin da se neprekinuto polje
pomaka konac¢nog elementa obogacuje dodatnim stupnjevima slobode kojima modeliramo skok
u polju pomaka na mjestu pukotine. Prednost ovog pristupa je $to se njime izbjegava problem
utjecaja ovisnosti veliCine mreze na rezultate (koji se javlja kod modela s razmazanim
pukotinama) i problem ovisnosti propagacije pukotine o rasporedu konac¢nih elemenata (koji se
javlja kod elemenata s diskretnim pukotinama).

Cilj ovog istrazivanja je razviti model za analizu pukotina u betonu i sli¢nim kvazikrtim
materijalima koji se temelji na najjednostavnijem Stapnom konacnom elementu. Kako ovdje
modeliramo samo ponasanje u vlaku, definiramo da se materijal prije dosezanja vlacne ¢vrstoce
ponasa linearno elastiéno. Slom $tapa opterecenog na vlak nastat ¢e nakon prekoracenja vlacne
¢vrstoce u najslabijem presjeku i otvaranjem pukotine. Prema modelu kohezivnih pukotina kojeg
su predlozili Hillerborg i suradnici (3) naprezanja postoje na stjenkama pukotine dok god je
pukotina dovoljno uska. U trenutku otvaranja pukotine naprezanja ne iS¢ezavaju odjednom, veé
se smanjuju s povecanjem Sirine pukotine dok se ne potrosi ukupna energija loma, koja ovisi o
razredu betona i granulometrijskom sastavu.

U nastavku su detaljnije prikazana dva modela temeljena na istim pretpostavkama, ali s
bitno razli¢itim algoritmima rjesavanja.

2 Pristup s razdvajanjem proracuna u faze

U ovom pristupu koristi se model oStecenja s omekSanjem za Stapni konac¢ni element koji je
opisan u (4). Promotrimo Stapni konacni element duljine L i povrsine 4, s jednim osnim stupnjem
slobode u svakom ¢voru u;, i=1,2 (vidjeti sliku 1.). N; i N: predstavljaju standardne
interpolacijske funkcije, dok je M funkcija kojom se opisuje skok u polju pomaka na sredini
clementa, a G je njena derivacija. Strelica na sredini predstavlja Diracovu delta funkciju koja
opisuje singularni dio polja deformacija.

Uvodenje diskontinuiteta zahtijeva intervenciju u kinematicke jednadzbe pa je polje
pomaka definirano kao zbroj standardnog i obogacenog polja pomaka

u(x) = Nu+ M(x)a, )
gdje a predstavlja Sirinu pukotine, tj. pomak u diskontinuitetu, koji je uveden u formulaciju kao

nekompatibilni oblik (5), dok je funkcija M kojom se opisuje skok na mjestu pukotine definirana
kao



8. susreti Hrvatskog drustva za mehaniku 193
Osijek, 7.1 8. srpnja 2017. godine

X L
-7 =[o3)
M(x) = Py L 2)
1—2 XE<E,L]
¢vor 1 cvor 2
Uy — O O — W
i L i

)

Slika 1. Interpolacijske funkcije za Stapni konacni element s ugradenim diskontinuitetom

Konstitutivni model betona odreden je Hookeovim zakonom, dok je ponasanje materijala
u diskontinuitetu opisano kohezivnim zakonom (vidjeti sliku 2.a)
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gdje je ¢ sila u diskontinuitetu, a D varijabla oste¢enja koja moZe poprimiti vrijednosti od nula do
beskonacno.
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Slika 2. (a) Kohezivni zakon ponasanja u diskontinuitetu (b) Energija loma Gy
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Ostecenje materijala opisano je uz pomo¢ jo§ nekoliko unutarnjih varijabli, kao §to su
modul omeksanja, varijable osteenja, te funkcija oSteCenja koja provjerava je li vrijednost sile u
diskontinuitetu dopustiva ili nije. Detalji postupka mogu se prona¢i u (6). Na dijagramu
naprezanje-deformacija (vidjeti sliku 2.b) povrsina ispod dijela kojim je opisano omeksanje
materijala predstavlja energiju loma Gr.

Kako bi se omogucila efikasna numeri¢ka implementacija predlozenog pristupa, proracun
¢e se razdvojiti u dvije faze pomocu operator split postupka (6). U lokalnoj fazi rjesavaju se
jednadzbe razvoja oStecenja opisane unutarnjim varijablama, dok se u globalnoj fazi rjeSavaju
jednadzbe ravnoteze na razini cijele konstrukcije. Proracun je inkrementalan i iterativan i koristi
Newton-Raphsonovu metodu za rjesSavanje diferencijalnih jednadzbi, te implicitnu Eulerovu
metodu za integraciju jednadzbi unutarnjih varijabli.

U lokalnoj fazi prvo ra¢unamo funkciju oSte¢enja @: ako je ® < 0, korak je elasti¢an, a
ako je @ > 0, korak nije elastian i doslo je do oste¢enja. Nakon racunanja vrijednosti svih
unutarnjih varijabli, prelazimo u globalnu fazu gdje provjeravamo je li ravnoteza zadovoljena u
cijeloj konstrukeiji

KAd = —r 4)

gdje K ozna¢ava kondenziranu matricu krutosti, Ad je inkrement pomaka, a 7 je rezidual koji
predstavlja razliku unutarnjih i vanjskih sila. Ako je vrijednost reziduala ||r|| > tol, gdje je tol
odabrana tolerancija greske, moramo provesti jo§ iteracija, sve dok ne dobijemo ||7|| < tol, §to
znaci da je ravnoteza zadovoljena i da moZemo prijeci u novi korak.

Naposljetku dobivamo vrijednosti ¢vornih pomaka, pomaka u diskontinuitetu, unutarnjih
varijabli i naprezanja u svakom vremenskom koraku.

3 Pristup s cjelovitim proracunom

Ovaj pristup podrazumijeva kako nema razdvajanja na lokalnu i globalnu fazu. Kohezivna
naprezanja koja nastaju na mjestu otvaranju pukotine definirana su kao dodatna sila koja je
jednaka umnosku povrSine popreénog presjeka i kohezivnog naprezanja koje je zavisno o Sirini
pukotine o u promatranoj iteraciji.

Nakon otvaranja pukotine izraz (3) sada se definira kao

af(l—i) 0<a<a,
t= Qo
0 a > a

b (5)

gdje je @y = 2Gy/or najveca Sirina pukotine pri kojoj pukotina jo§ moZe prenositi naprezanja.
Varijable i funkcija oste¢enja u ovom se pristupu ne raunaju, a nepoznanice problema (¢vorni
pomaci i Sirine pukotina) dobivaju se rjesavanjem globalne jednadzbe ravnoteze.
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4 Numericki primjer

Kako bi se validirali predlozeni modeli, razvijen je racunalni kod u softverima Mathematica i
FEAP (Finite Element Analysis Program). Modeli su testirani na nekoliko primjera, a u nastavku
se prikazuje primjer vlacnog Stapa sa zarezom (oslabljenjem) u polovici duljine koji je numericki
obraden u (1) cetvero¢vornim ravninskim elementima koriste¢i princip s razmazanim
pukotinama. Analizirani Stap je duljine 250 mm, Sirine 60 mm i visine 50 mm, a na mjestu
oslabljenja Sirina iznosi 50 mm. KoriStene su sljede¢e materijalne karakteristike: modul
elasti¢nosti £ = 18 000 N/mm?, vla¢na ¢vrstoéa or= 3,4 N/mm?, dok je za energiju loma usvojeno
Gr= 68 J/m? §to daje Sirinu pukotine ag = 0,04 mm (u (4) je za Gy koristeno = 59,3 J/m?, ali pri
toj vrijednosti ovdje prikazani postupci nisu konvergirali, stoga je u predlozenim modelima
usvojena gore navedena malo veca vrijednost).

Rezultati u (1) prikazani su u ovisnosti 0 pomaku koji se ostvaruje na sredini Stapa na bazi
duljine d = 35 mm, pa su prilikom modeliranja broj, odnosno duljina elementa odabrani tako da
¢vorovi srediSnjeg elementa (u kojem se nalazi oslabljenje) odgovaraju toj duljini, pa je Stap
modeliran sa 7 Stapnih elemenata duljine 35 mm (7x35 = 245 mm). Oslabljenje u sredini Stapa
modelirano je smanjenjem vlaéne ¢vrstoce srediSnjeg elementa za 16,7% (postotak je dobiven iz
odnosa dimenzija oslabljenog i neoslabljenog presjeka). Na donjem rubu Stapa pomak je
sprijecen, dok na gornjem rubu nanosimo pomak slobodnog kraja.

Na slici 3 prikazan je dijagram srednjeg naprezanja u Stapu u ovisnosti o razlici pomaka
¢vorova srediSnjeg elementa u kojem se zbog oslabljenja otvara pukotina. Srednje naprezanje
definirano je kao nanesena vlacna sila podijeljena s povrSinom popre¢nog presjeka na mjestu
oslabljenja (50x50 mm?). Oba predlozena modela daju iste rezultate, te se moZe primijetiti vrlo
dobro podudaranje s rezultatima iz (1), a neznatno odstupanje rezultata posljedica je primjene
razlicitih vrijednosti za energiju loma Gr. Na grafu mozemo primijetiti linearno elasti¢ni odziv
sve do dostizanja vrsne vlacne CvrstoCe, a nakon dosezanja vrSne CvrstoCe cjelokupna se
deformacija lokalizira na mjestu pukotine (koja naposljetku razdvaja uzorak na dva dijela), dok
sc ostatak uzorka rasterecuje.

Naprezanje N/mm?

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
Pomak mm
Predlofeni modeli ===== Rots (1)

Slika 3. Dijagram srednjeg naprezanja u ovisnosti o pomaku
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5 Zakljucak

U ovom radu prikazana su dva algoritamski bitno razlicita Stapna kona¢na elementa s ugradenom
pukotinom za analizu raspucavanja u betonu i slicnim kvazikrtim materijalima, koja se temelje
na pristupu jakog diskontinuiteta unutar kontinuuma. Na primjeru vlacnog $tapa s oslabljenjem
pokazano je kako oba pristupa daju iste rezultate.

Za pravilno modeliranje bitno je poznavanje materijalnih svojstava, posebice parametara
kojim se definira softening funkcija koja opisuje zakonitost smanjenja naprezanja uslijed
povecanja Sirine pukotine. Planirana nadogradnja modela ukljuc¢it ¢e koriStenje slozenije
softening funkcije poput bilinearne ili eksponencijalne, koje ¢e omoguciti i realnije modeliranje
stvarnog ponasanja materijala.

Zahvale

Izradu ovog rada financijski je poduprla Hrvatska zaklada za znanost preko projekta br. IP-11-
2013-9068 "Multi-scale concrete model with parameter identification" i projekta br. IP 11-2013-
1631 "Configuration-dependent approximation in non-linear finite-element analysis of
structures", te SveuciliSte u Rijeci preko potpore br. 13.05.1.1.02. "Multi-rezolucijsko
modeliranje konstrukcija s parametarskom identifikacijom", potpore br. 13.05.1.1.01 "Procjena
oste¢enja 1 ojacanje gradevinskih konstrukcija" te potpore br. 13.05.1.3.06 "Ispitivanje vitkih
grednih prostornih konstrukcija s naglaskom na validaciju modela".
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