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Membranski element s rotacijskim stupnjevima
slobode
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Sazetak

U modeliranju slozenih sustava metodom konacnih elemenata istovremeno se koriste razliciti
elementi poput Stapova, membrana, ploca i slicno. Navedeni elementi izvedeni na temelju
klasi¢ne (Cauchyeve) teorije kontinuuma ne posjeduju uvijek nuzno medusobno ekvivalentne
stupnjeve slobode §to dovodi do nekompatibilnosti elemenata u zajednickim ¢vorovima
diskretiziranog sustava. Kompatibilnost stupnjeva slobode zajednickih ¢vorova je nuzna kako bi
se osigurala konvergencija tocnom rjesenju, zbog Cega je predlozena nova familija elemenata
koji posjeduju dodatne, rotacijske stupnjeve slobode.

Pocevsi od regularizirane mijeSane varijacijske formulacije kontinuuma s nezavisnim
rotacijskim stupnjevima slobode i uvodenjem nekonvencionalne obogacene interpolacije polja
pomaka izveden je novi membranski element. Obogacenjem interpolacije pomaka skupom
nekompatibilnih oblika (incompatible modes) postize se visoka to¢nost u odnosu na analiticke
rezultate.

Kljuéne rijeci: metoda konacnih elemenata, membranski element, rotacijski stupnjevi slobode,
nekompatibilni oblici
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1 Uvod

Potreba za membranskim elementima s rotacijskim stupnjevima slobode proizlazi iz prakti¢nih
inzenjerskih problema, poput analize ispunjenih okvira i zidova na stupovima gdje se za
modeliranje konstrukcija kombiniraju elementi s razli¢itim stupnjevima slobode po ¢voru. U
radu je prezentiran membranski element s rotacijskim stupnjevima slobode i
nekonvencionalnom interpolacijom pomaka nekompatibilnim oblicima. Nekompatibilni oblici
pomaka prvi puta su predstavljeni 1970-ih godina s ciljem eliminiranja posmi¢nih naprezanja
koja se pojavljuju pri Cistom savijanju (eng. shear locking). (1) Uz modifikacije izvedena je
mijeSana varijacijska formulacija gdje je uvedeno nezavisno polje rotacije. Pravokutni
Cetverocvorni element izveden na modificiranoj mijesanoj varijacijskoj formulaciji s
nezavisnim poljem rotacije i obogacenom interpolacijom pomaka pokazao je vrlo bliske
rezultate analitickim rezultatima.

2 Problem rubnih vrijednosti u Cauchyjevoj linearnoj elasti¢nosti
Promatramo problem rubnih vrijednosti opisan sljede¢im ravnoteznim jednadzbama:
dive+f =0, skewo =0, (1

gdje vektor f predstavlja vektor vanjskih sila, a ¢ predstavlja Cauchyjev tenzor naprezanja.
Svaki tenzor moze se zapisati kao zbroj simetri¢nog i antisimetri¢nog dijela (2), odnosno:

o =symmo +skewos, symmo= %(o +0o’) i skewo= %(o -o7). )
Ovdje ne pretpostavljamo nuznu simetricnost tenzora naprezanja ¢. Za posljedicu, uvodimo
novo nezavisno kinematicko polje, tenzor rotacije P, koje je energetski konjugirano s
antisimetri¢nim dijelom tenzora naprezanja. Tenzor deformacija € jednak je simetricnom dijelu
gradijenta pomaka, dok je novo polje rotacije ¥ jednako antisimetricnom dijelu gradijenta
pomaka. Kinematicke jednadzbe problema jednake su

e =symm (Vu) i = skew (Vu), 3)

gdje u predstavlja polje pomaka, a V predstavlja diferencijalni operator nabla (2). Konstitutivna
jednadzba definirana je kao

symmo = C: symm (Vu), @)

gdje C predstavlja konstitutivni, izotropni tenzor Cetvrtog reda.

3 Varijacijska formulacija u 3D
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Reissner je predlozio varijacijsku formulaciju gdje je antisimetricni dio tenzora naprezanja
skew o predstavljen kao Lagrangeov multiplikator, ¢ime je osigurana jednakost nezavisnih
rotacija s antisimetri¢nim dijelom gradijenta pomaka (3). Reisnerov funkcional jednak je

1
m(u, P, 0) = f [—Esymm 0:C lsymmo + o0:(Vu — )| dV — mey. ®)
v

Formulacija (5) neprikladna je za numeri¢ku implementaciju. Hughes i Brezzi proveli su
analizu konvergencije Reissnerove formulacije i utvrdili da je istu potrebno modificirati kako bi
se osigurala stabilnost rjesenja (4). Modificirana Reissnerova formulacija jednaka je

1

m,(u, P, 0) = n(u, P, 0) — )

J- [skew o : y~1skew 0)]dV, (6)
v

gdje je y skalar koji predstavlja regularizacijski parametar ovisan o analiziranom problemu. Za
izotropnu elasticnost predlozeno je da je vrijednost y jednaka vrijednosti modula posmika (4).
Varijacijom modificiranog funkcionala zadovoljavaju se Euler-Lagrangeove jednadzbe (1) — (4)
i dobiva se dodatna jednadzba

skew o = y(skew (Vu) — {r). (7
Koristenjem konstitutivne jednadzbe (4) i zamjenom Yy ‘skew o = skew (Vu) — ¢ iz

jednadzbe (7) modificirani funkcional T, (u,{,6) koji Cini bazu za formiranje metode
konac¢nih elemenata se svodi samo na kinematicke varijable:

m,(u, P) = % J; [symm(Vu) : C symm (Vu) + (skew (Vu) — ) : y (skew (Vu)
- ll’)]dV — Mextr

®)

4 Interpolacija membranskim elementom s rotacijskim stupnjevima
stupnjevima slobode za ravninsko stanje naprezanja ili deformacija

Za diskretizaciju 2D mreze odabrali smo Cetverokutni konacni element (Q4) s 4 ¢vora i 3
stupnja slobode po ¢voru (horizontalni pomak, vertikalni pomak i rotacija).
1.1  Interpolacija kinematickih polja

Tenzor rotacije Y se u ravnini svodi na jednu komponentu . Odabrana je konvencionalna
interpolacija bilinearnim Lagrangeovim funkcijama:

4
> Yh,e = i i
Y-ty Eilez(E.n)lIJu )
gdje
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1
N;(&m) = Z(l + & +nm); & =x1, n; =11, i=1,234, (10)

i y; predstavlja rotaciju ¢vora i. Polje pomaka interpolirano je nekonvencionalno, ukljucujuéi
nekompatibilne oblike, kako slijedi:

{ _’“| z N (€, mu; +Z M (&, ma;, (11)

gdje je u; vektor pomaka ¢vora 7, a; vektor interpolacijskih parametara definiran na svakom
elementu nezavisno i M;(&,n) =1—¢&2 M,(§,n) =1 —n? parabolicne interpolacijske
funkcije. Na osnovi definiranih interpolacija dobivamo deformacije

4 2
£ = symm (Vu) - &' e = Z Bu; + Z G;«;, (12)
i=1 i=1

gdje su matrice B; i G;

aNy(§m) oM(§n)
ox 0 ox 0
ANy (&Em) oM;(§m)
B=| 0 P g=| o 2D (13)
aNi(Em)  INi(Em) oM(&n)  aMiEm)
ay ox ay ox

Kako bi element s nekompatibilnim oblicima pomaka zadovoljio patch test (2), energija
deformacije povezana s nekompatibilnim oblicima mora biti jednaka nuli za stanje konstantnog
naprezanja, $to znaci da treba biti zadovoljena sljedeéa jednadzba:

Jye GidV = 0. (14)

Kako bi zadovoljili uvjet (14) matrica G; treba biti modificirana na sljede¢i nacin (5):

. 1 * SPS
G, =G; — Vef GdV =0 - g",e= i=1Biui + ZizlGiai (15)

Referentna konfiguracija izoparametarskog elementa s nekompatibilnim pomacima se definira
isklju¢ivo preko kompatibilnih funkcija oblika, x"|,e = Y2T:eLemN; (&, 7)x;, $to dalje implicira
da se derivacije funkcija nekompatibilnih pomaka rac¢unaju na isti nacin kao funkcije oblika
odabrane za izoparametarski element. U ravnini antisimetricni dio tenzora deformacija ima
samo jednu komponentu te uvodenjem interpolacije dobivamo izraz

skew (Vu) — ¢ = 24 (Aju; —N; §y) + Zz E;a;, (16)
i=1 i=1
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( 6N(§n) 6N(€n) ( 6M(€n) 6M($77)

gdje A; = —)1iE; —=—). Uvodenjem izraza (12) i (16) u

funkcional (8) 1 njegovom m1n1mlzac1j om doblvamo ravnotezne jednadzbe elementa

Ked® + F¢Ta® = fe, (17)
Fede + Hea® = f°, (18)
gdje
K = [ {[B7]CB+ (A~ NDT((A] - IND} a7, (19)
Ve
= | {[Bf]c[G] + v(A] - INDT(ED} av, (20)
H® = f {[GT]cB] + YIE]T[E ]} av, @1)
Ve

[NJbdV + f [N,JEds. 22)

ve Ss

Prije nego Sto pristupimo sabiranju konac¢nih elemenata potrebno je izvrSiti staticku
kondenzaciju kako bi eliminirali parametre nekompatibilnih pomaka a® na razini elementa (7).
Iz jednadzbe (18) dobivamo a®® = —He 'Fede, zatim uvrStavanjem izraza u jednadzbu (17)
dobivamo reduciranu matricu krutosti K¢ = K¢ — FeTHe 'Fe, Dalje provodimo standardnu
proceduru sabiranja, kojom dolazimo do sustava linearnih jednadzbi iz kojih dobivamo
vrijednosti ¢vornih pomaka i rotacija d. Nakon dobivenih ¢vornih pomaka mozemo na razini
elementa izraCunati vrijednosti parametara nekompatibilnih pomaka «a® i uvrStavanjem u
jednadzbu (12) dobivamo polje deformacija €". Naprezanja 6" dobivamo iz konstitutivne
jednadzbe (4) reducirane na 2D.

5 Numericki primjer

F ! M
<« E = 1500
: v=0
h=2 Fo M
A B_>:Q
. 1=10 R :

Slika 1. Konzola opterec¢ena Cistim savijanjem

Analiziramo konzolu prikazanu na slici 1. opterecenu ¢istim savijanjem u dva razlicita slucaja
opterecenja. Prvi slucaj optereCenja je optereéenje spregom sila F=10, a drugi slucaj
koncentriranim momentima M =10. Konzola je diskretizirana pravilnom mrezom koja se sastoji
od dva pravokutna elementa s Cetiri ¢vora. Rezultati u tockama A i B dobiveni membranskim
elementom s rotacijskim stupnjevima slobode su prikazani u tablici 1.
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Tablica 1. Numericki rezultati Cistog savijanje konzole

opterecenje vertikalni pomak vs rotacija ys naprezanje ca
spreg sila F 1.00 0.2 30.00
koncentrirani moment 1.0063 0.2047 30.00
analiticko rjesenje 1.00 0.2 30.00

6 Zakljucak

Membranski element s rotacijskim stupnjevima slobode pokazao se kao robusan element
pomoc¢u kojeg eliminiramo potrebu uvodenja prijelaznih elemenata. S obzirom na odli¢ne
performanse ovog elementa predvideno je ovakvu interpolaciju primijeniti u formulaciji
alternativnih teorija kontinuuma, $to zbog ve¢ postojecih rotacijskih stupnjeva slobode olaksava
njeno izvodenje, bez potrebe regularizacije kako bi se osigurala stabilnost.

Zahvale

Rezultati prikazani u ovom radu dobiveni su u sklopu rada na projektu IP 1631Hrvatske zaklade
za znanost (Configuration-dependent approximation in non-linear finite-element analysis of

structures) i stipendije Francuske Vlade.
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