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Jednodimenzijski numericki model dvoslojnog
teCenja fluida razliCitih gustoéa u koritima
proizvoljne geometrije

Krvavica, N.!, OZanié, N.?

Sazetak

U ovom je radu dokumentiran razvoj numerickog modela za prognoziranje nestacionarnog toka
dva fluida razlicitih gustoc¢a. Procesne jednadzbe za jednodimenzijski tok plitkih voda u koritima
proizvoljne geometrije izvedene su iz zakona oCuvanja mase i koli¢ine gibanja. Rezultirajuce
jednadzbe Cine sustav nelinearnih, hiperboli¢nih, parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, a iste se
mogu zapisati i kao zakoni ocuvanja s izvornim ¢lanovima. Za rjesavanje ovog sustava jednadzbi
koristena je Q-shema, temeljena na aproksimativnom Roevom rjesavacu i metodi kona¢nih
volumena. Navedena metoda je eksplicitna, drugog reda to¢nosti za stacionarna rjeSenja te
zadovoljava prosireni uvjet ravnoteze. Originalni numeric¢ki algoritam je proSiren kako bi
uspje$no aproksimirao i dodatne c¢lanove jednadzbe, koji opisuju posmi¢no naprezanje i
turbulentno mijesanje medu slojevima. Posebna pozornost je posvecena definiranju rubnih uvjeta
te rjeSavanju problema napredovanja fronte donjeg sloja.

Predlozeni model je ranije verificiran i validiran na primjeru tecenja slane i slatke vode u
izrazito stratificiranim priobalnim us¢ima, i to usporedbom s analitickim rjeSenjima i terenskim
mjerenjima na u$éu RjeCine. U ovome se radu detaljnije analiziraju moguénosti dvoslojnog
modela u prognoziranju ,,ispiranja““ usca, odnosno istiskivanju donjeg sloja, uslijed kontroliranog
povecanja protoka slatke vode.
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1 Uvod

Tecenje fluida razliCitih gustoca Cesta je pojava u Zemljinoj atmosferi i hidrosferi. Uslijed
izrazenog gradijenta gustoce i zanemarivih vanjskih utjecaja, takvo tecenje je u pravilu uslojeno,
odnosno definirano slojem fluida manje gustoce koji tece iznad sloja vece gustoée. Uslojeno
teCenje se primjerice javlja u morskim tjesnacima izmedu mora i oceana razlicitih saliniteta, pri
ispustanju vode u prijemnik zbog razli¢itih temperatura ili na us¢ima priobalnih rijeka uslijed
razlicitih saliniteta i temperatura (1).

lako se danas za opisivanje teCenja fluida razlicitih fizikalnih karakteristika ucestalo
koriste 3D numericki modeli temeljeni na Navier-Stokesovim jednadzbama, uslojeno teCenje
zahtijeva vrlo finu vertikalnu diskretizaciju prostorne domene ili promjenjivo lokalno
progus¢ivanje mreze. Nazalost, oba navedena pristupa mogu rezultirati znatno produljenim
trajanjem proracuna. S druge strane, dvoslojni modeli plitkih voda su jednostavniji za
implementirati, racunski su manje zahtjevni, a mogu podjednako precizno opisati hidrodinamicke
procese u izrazito uslojenim uvjetima tecenja (2). U novije vrijeme, primjetan je znatan napredak
u razvoju numerickih modela dvoslojnog tecenja fluida razli¢itih gustoca, koji se temelje na
metodi konac¢nih volumena i aproksimativnim Roevim rjeSavacima. Navedeni modeli su razvijeni
su s ciljem primjene u morskim tjesnacima te validirani na primjeru Gibraltarskog tjesnacu (3).
Primjena sliénih modela na uslojena uséa podjednako je opravdana, ali nazalost rjede
primjenjivana i joS slabije istrazena. Zbog svega navedenog, u ovom se radu prikazuju
karakteristike i performanse numerickog modela za dvoslojno tec¢enje plitkih voda, razvijenog s
ciljem prognoziranja interakcije slane i slatke vode u uslojenim us¢ima.

2 Numeric¢ki model

Procesne jednadzbe za teCenje u uslojenim us¢ima definirane su prosirenjem jednadzbi za
dvoslojno tecenje u morskim tjesnacima (3) za dodatne ¢lanove koji opisuju posmi¢no naprezanje
i turbulentno mijeSanje medu slojevima. Metoda kona¢nih volumena je primijenjena za
aproksimaciju ovih jednadzbi, i to modificirana Q-shema u kojoj su svi izvorni ¢lanovi,
ukljucujuci posmicno naprezanje i mijesanje medu slojevima, tretirani upwind pristupom (2,4).

2.1  Procesne jednadZzbe

Procesne jednadzbe plitkih voda izvedene su iz zakona ocuvanja mase i koli¢ine gibanja za
jednodimenzijsko dvoslojno tecenje u koritima proizvoljne geometrije. Sustav parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi zapisan je u sljede¢em obliku (2):
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gdje je t vrijeme, x koordinata u smjeru toka, vektor nepoznanica je w = {4; Q; 4, Q,}F ,a
vektor numerickog fluksa f(o, w) definiran je izrazom (2-4):
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gdje A4; povrSina popre¢nog presjeka, @; protok, g ubrzanje sile teze, g; Sirina poprecnog presjeka,
aindeks i = 1,2 oznaCava gornji, odnosno donji sloj. Pritom su matrica B(a, w) i vektor v(a, w)
definirani sljede¢im izrazima (2-4):
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Izvorni ¢lanovi g(o, w) i s(g, w) definiraju promjene u geometriji korita te fizikalne procese na
razdjelnici medu slojevima (trenje i vertikalno mijesanje) (2):
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gdje su I3 i I3 integrali koji opisuju proizvoljnu geometriju (2,3), b je visina dna kanala, h; je
dubina (debljina) sloja, r je omjer gusto¢e gornjeg i donjeg sloja, 7, T,, 1 T; sSu posmicna
naprezanja izmedu, redom, fluida i dna kanala, fluida i bo¢nih stranica te izmedu dvaju fluida, 0;
je omoceni obod, a w, je vertikalna brzina transporta vode (eng. entrainment) iz donjeg sloja u
gornji. Vise detalja o procesnim jednadzbama dostupno je u literaturi (2).

2.2 Numeric¢ka shema

Numericki algoritam za rjeSavanje sustava jednadzbi (1-4) temelji se na metodi konacnih
volumena, odnosno dobro uravnotezenoj Q-shemi (5,6). KoriSten je aproksimativni Roeov
rjesavac, koji se pokazao vrlo uspjeSan u simuliranju nestacionarnog tecenja plitkih voda u
prizmati¢nim kanalima (5), a kasnije je nadograden i za dvoslojne sustave (6) i korita nepravilne
geometrije (3) te sustave koju ukljuéuju trenje i mijesanje medu slojevima (2,4). Numericka
shema je eksplicitna i drugog je reda tocnosti za stacionarna rjesenja (2,3).

Prostorna domena je podijeljena u kontrolne ¢elije (volumene) definirane Sirinom Ax =
Xi+1/2 — Xi-1/2, €dje indeks i + 1/2 oznacava granicu izmedu celije { i i + 1. Pritom, vremenski
korak je oznacen s At. Indeks 7, kao i u kod procesnih jednadzbi, oznac¢ava prostorni polozaj, dok
eksponent n oznacava vremenski korak. Jednadzba (1) je na ovaj nacin aproksimirana sljede¢im
izrazom (2):
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Pritom je numericki fluks definiran izrazom (2,3):
1 1
fi+1/2 =3 [f(a7, wi*) + f(07y 1, Wii)] — 2 |°Ai+1/2|(win+1 -w), (6)

gdje je matrica A;yq/2 = Jiy1/2 — Biy1/2 razlika vrijednosti Jakobijane fluksa J = of/ 0t i
matrice B na granici i + 1/2 izmedu ¢elija. Vrijednosti brzine u i dubine h na granici, izracunate
su Roevim osrednjavanjem (2,3). Matrica P;"; /2 Je projekceijska matrica koja sluzi upwind
aproksimaciji izvornih clanova (2,3). Preostali detalji aproksimacije pojedinih ¢lanova
dokumentirani su u literaturi (2).

2.3  Fronta donjeg sloja

Fronta donjeg sloja predstavlja prijelaz izmedu mokrog i ,,suhog™ dijela domena. Kako bi se
izbjegle negativne dubine, definirana je grani¢na dubina donjeg sloja €. Na ovaj nacin, za slucaj
h;, < &, €elija i se smatra ispunjenom samo s gornjim slojem; dubina h; , se zadrzava, a brzina
u; , postaje jednaka nuli. Jednom kada dubina donjeg sloja postane veca od grani¢ne dubine &,
¢elija i se smatra ispunjenom s oba sloja, te se dopusta tecenje fluida u donjem sloju (2).
Dodatni problem se moze pojaviti kada se fronta donjeg sloja nalazi na kosom dnu. Naime,
ako je dubina donjeg sloja h;, u ,,mokroj ¢eliji i manja od razlike visine dna Ab = b;,, — b;,
uravnotezenost izvornih ¢lanova moze biti naruSena, a Sto moze rezultirati u ne-fizikalnim
oscilacijama (3). Kako bi se osigurala uravnotezenost sheme (tzv. extended C-property) potrebno
je modificirati ¢lan b;,; — b; = Ab u aproksimaciji izvornog ¢lana g; .1 /,, na sljede¢i nacin (2,4):

r(bijy1 — b)) + (1 —1)h;, ako h;, < Ab
biy1 — by = 47(biy1 — b)) = (L —=1)hiy1, ako hyyy, < —Ab (7
b;., — b; u ostalim slucajevima.

2.3  Rubni uvjeti

Uzvodni rubni uvjet zadan je hidrogramom ili nivogramom. S druge strane, na nizvodnom rubu
treba pazljivo odabrati i lokaciju i hidraulicki uvjet. Naime, nizvodni se rubni uvjet obi¢no
definira kao otvorena granica za protoke u oba sloja, ali potrebno je precizno definirati dubinu
razdjelnice. Za 1D modele us¢a priobalnih rijeka, nizvodni se rubni uvjet najcesce postavlja na
samom us¢u a dubina razdjelnice se definira iz uvjeta kriticnog tecenja (2):

FZ2+F} + (1 —r)F?F} =1, ®)
gdje su F# i F} denzimetrijski Froudovi brojevi gornjeg i donjeg sloja (2,3). Rubni uvjet se u

svakom vremenskom koraku rjeSava iterativno dok pretpostavljene vrijednosti nepoznanica
Ay, A,, Q11 Q5 ne zadovolje izraz (8).

3 Rezultati

U predmetnoj analizi ispituju se moguénosti modela u numericki izrazito zahtjevnom scenariju
ispiranja usca, odnosno pri istiskivanju donjeg sloja slane vode uslijed povecanja protoka rijeke.
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Naime, ovaj scenarij ukljucuje pomicanje fronte donjeg sloja duz prostorne domene, koja moze
sadrzavati vrlo nagle prijelaze i promjene geometrije korita. Uz to, uslijed naglog povecanja
protoka rijeka, ocekuje se povecanje brzine slatke vode, odnosno povecanje razlike izmedu brzine
vode u gornjem i donjem sloju. Pritom, velika razlika brzina moze uzrokovati pojavu nestabilnosti
na razdjelnici, uslijed ¢ega jednadzba (1) gubi hiperbolni karakter, a vlastite vrijednosti matrice
A mogu poprimiti kompleksne vrijednosti (2,3). U ranijim analizama, pokazalo se kako dodatno
ukljucivanje vertikalnog transporta mase i koli¢ine gibanja kroz posmi¢no naprezanje i mijesanje,
moze pomoc¢i u ocuvanju hiperbolnog karaktera procesnih jednadzbi i sprijeciti pojavu
nestabilnosti (2).
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Slika 1. Rezultati numericke analize ispiranja us¢a Rjecine uslijed povecanja protoka

Kako bi se poblize ispitale gore navedene pretpostavke, analiziran je slucaj ispiranja
morske vode iz korita Rje¢ine, pri poveéanju protoka od 40 m*/s u periodu od 90 min. Korito
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usca Rjecine u duljini od 1000 m podijeljeno je u 200 ¢elija, a vremenski korak je definiran da
zadovolji CFL = 0,9. Pocetni uvjet dobiven je stacionarnom analizom za zadani protok od 4,3
m3/s i razinu mora -0,05 m n. m., ubrzanje gravitacije je g = 9,81 m/s?, a razlika gustoca je r =
0,975. Na slici 1. prikazani su rezultati modela u razli¢itim vremenskim koracima (uzduzni
presjeci s izraCunatim profilima razdjelnice). Primjetno je kako se uslijed povecanja protoka donji
sloj morske vode povlaci nizvodno, sve dok nije u potpunosti istisnut iz korita za ¢ > 105 min.
Model je uspjesno izra¢unao dubine razdjelnice te zadrzao stabilnost (bez pojave kompleksnih
vlastitih vrijednosti) tijekom trajanja simulacije.

4  Zakljutak

Predlozeni model uspjesno je simulirao proces ispiranja morske vode iz us¢a Rjecine. lako su
dvoslojni modeli plitkih voda podlozni pojavi nestabilnosti na razdjelnici slojeva kod naglih
promjena protoka ili na fronti donjeg sloja u koritima promjenjive geometrije, pokazalo se kako
odgovarajuc¢a modifikacija izvornih ¢lanova na fronti te ukljucivanje fizikalnih procesa trenja i
vertikalnog mijesanja doprinose stabilnosti modela. U budu¢em periodu planira se navedeni
model prosiriti za dvodimenzionalne probleme te ukljuciti tre¢i medu-sloj, kako bi se preciznije
opisali izrazito dinamicki i turbulentni procesi na razdjelnici slojeva pri razli¢itim scenarijima
teenja u stratificiranim us¢ima.
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