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1. UVOD

Vremenski diskretni linearni sustavi imaju jednu linearnu jednadzbu za
osvjezavanje stanja, koja vrijedi u ¢itavom podrucju rada. Vremenski diskretni po
dijelovima afini sustavi (engl. PieceWise Affine, PWA) posjeduju skup afinih
dinamika u razli¢itim podrucjima proSirenog prostora stanje — ulaz, a koje se koriste
za osvjezavanje stanja. Ovakvi opisi sustava pokazuju se kao moéni modeli za opis
nelinearnih, ali i hibridnih sustava. Hibridne sustave mozemo opisati kao sustave koji
u sebi sadrze kontinuirane 1 logicke varijable, u odredenoj meduovisnosti.
Jednostavnim transformacijama moguce je PWA model pretvoriti u skup linearnih
jednadzbi i nejednadzbi, koje sadrze kontinuirane i logicke ¢lanove. Takav prikaz se
naziva MLD prikazom (engl. Mixed-Logical Dynamical), a pogodan je pri proracunu
trajektorija stanja sustava matematiCkim programom. Osim toga, matematicki
programi se mogu formulirati i1 tako da se njihovim rjeSavanjem pronalazi optimalna
ulazna sekvenca u proces na zadanom horizontu (vremenskom prozoru), odnosno da

se rijesi problem optimalnog upravljanja.

Najjednostavniji matematicki program je linearni program (engl. Linear
Program, LP) koji rjeSava problem minimiziranja neke linearne funkcije s
kontinuiranim varijablama uz linearna ograni¢enja na varijable. Ukoliko, osim
kontinuiranih varijabli u linearnoj funkciji cilja i linearnim ograni¢enjima, postoje i
logicke varijable, takav problem se rjeSava linearnim programom s mjeSovitim
varijablama (engl. Mixed Integer Linear Program, MILP). Ove funkcije, kod
programa vezanih uz problem optimalnog upravljanja, osim o varijablama
(upravljacki ulazi), ovise i o odredenim parametrima (stanja procesa). U sporim
procesima takvi parametri se mogu ocitati, te se, uzevsi ih kao konstante, problem
svodi na LP ili MILP, koji se rjeSavaju on — line kako bi se naSla optimalna
upravljacka sekvenca. U brzim procesima, nakon o€itavanja vrijednosti parametara,
ne stigne se provesti proracun. Tamo je potrebno unaprijed provesti minimizaciju za
sve moguce vrijednosti parametara. Ukoliko su u takvom slucaju varijable samo
kontinuirane, problem rjeSavanja naziva se viSeparametarskim linearnim

programiranjem (engl. Multiparametric Linear Programming, mp — LP), a ako su



varijable kontinuirane i logicke, tada je to viSeparametarsko linearno programiranje s
mjeSovitim varijablama (engl. Multiparametric Mixed Integer Linear Programming,
mp — MILP). Kako hibridni sustav u MLD obliku sadrzi 1 kontinuirane i logicke
varijable, koriste¢i mp — MILP pronalazi se optimalni upravljacki zakon za takav
sustav. Problem estimacije stanja sustava dualni je problem problemu upravljanja.
Kod njega se za poznate ulaze i izlaze sustava optimalno estimiraju stanja. Neki
sustav ¢e biti osmotriv ako na temelju vrijednosti izlaznih varijabli na nekom
horizontu 7" moze razluciti koje je stanje sustav imao na pocetku horizonta. Prvi dio
ovog rada se bavi prakticnom osmotrivoséu po dijelovima afinih sustava u MLD
obliku, koriste¢i mp — MILP metodu optimizacije. Drugi dio ovog rada se takoder
bavi prakticnom osmotrivos¢u po dijelovima afinih sustava, ali uz pomo¢
dinamic¢kog programiranja. Ono polazi od zapisa sustava u PWA obliku, od
minimalnog horizonta pronalaze¢i pocetno osmotrive regije. Postupnim
povecavanjem horizonta ukupno osmotrivo podrucje se S$iri novoproracunatim

regijama. Pri proracunu koristi se mp-LP.

U drugom poglavlju ovog rada prikazano je kako se PWA model pretvara u
ekvivalentni MLD oblik. U tre¢em poglavlju opisan je algoritam rjeSavanja mp —
MILP. Cetvrto poglavlje definira, te razraduje pojam prakti¢ne osmotrivosti
hibridnih sustava, a prikazuje i opis algoritma koji nalazi regije osmotrivosti sustava
koriste¢i mp — MILP. U petom poglavlju opisan je pristup problemu osmotrivosti uz
pomo¢ dinamickog programiranja. U posljednjem poglavlju dan je jednostavni
primjer rijeSen objema metodama koji pokazuje uspjeSnu implementaciju opisanih

algoritama.



2. 1Z PWA PRIKAZA U MLD PRIKAZ

2.1. PWA PRIKAZ

Vremenski diskretni po dijelovima afini sustavi (engl. PieceWise Affine,
PWA) posjeduju skup afinih dinamika u razli¢itim podru¢jima proSirenog prostora

stanje — ulaz, za svaki dio prostora po jedna dinamika. Op¢eniti zapis PWA modela

ima oblik:
o
A x(t)+Bu(t)+ f, za €D,
u(t)
x(t+1)=1... (2-1)
o
Ax(t)+Bu(t)+ f, za €D,
u(t)
)]
Cix(t)+Du(t)+ g, za €D,
Lu(®)]
y(t)=1... (2-2)
)]
C.x(t)+Du(t)+g, za €D,
‘ Lu(?)

gdje je @, dio prostora stanje — ulaz. Unutrasnjosti regija @, i @, su disjunktne:

int(®;) Nint(®,) = 0. (2-3)

Ovakav opis sustava nije pogodan za proracun regija osmotrivosti sustava veé¢
ga je potrebno pretvoriti u ekvivalentan MLD oblik ([3], [9]). U svrhu ove pretvorbe
uvode se pomocne logi¢ke i kontinuirane varijable, a kao rezultat dobiva se skup
linearnih jednadzbi i nejednadzbi po stanjima, ulazima, izlazima te pomocénim

varijablama.



2.2. PRETVARANJE LOGICKIH IZRAZA U JEDNADZBE |
NEJEDNADZBE

Neka JX; predstavlja neki logicki izraz (sud), te neka je J,(¢) € {0,1} logicka
varijabla. Ako je izraz X; istinit, onda je 6, =1, a ako je laZzan o, =0. Na temelju

Boolove algebre 1 tablice istinitosti za osnovne funkcije ([3], [19], [20]) vrijede

sljedece ekvivalencije:

X, vX, ©06,+9, 21,
X, ANX, & 06,+75, =2,
X, =X, &0, -0,<0, (2-4)
X, X, ©06,-9,=0,
X, ®X, ©0,+0,=1.

2.3. GRANICE SKUPOVA
Definicija 2.1: Ako je xeR" kontinuirana varijabla, te neka je
X:[f(x)SO], gdje je f:R"+—> N kontinuirana funkcija takva da je xe X
ograniceni skup. Gornja i donja ograda funkcije na tom skupu definirane su s:

M =max f(x), (2-5)

xex

m =min f(x). (2-6)

xeX

2.4. KONTINUIRANI I LOGICKI IZRAZI

Teorem 2.1: Ako je & mala pozitivna tolerancija (obi¢no preciznost

racunala), a ¢ logicka varijabla, vrijede sljedece ekvivalencije:

~[f(0<0] & f(x)2e, 2-7)



[f()<0]A[=1] & f(x)-5<-1+m1-0), (2-8)
[f(x)<0]v[o=1 & f(x)<Ms, (2-9)
[f(x)<0]=>[6=1] & f(x)2e+(m-¢)5, (2-10)

B S(x)<M(1-9)
[f(x)<0]e[6=1] {f(x) o g+ ()5, (2-11)

Dokaz: Ekvivalencija (2-7) direktno slijedi iz Zelje da f{x) bude pozitivan, a
to ¢e biti samo ako je f(x) vec¢i od neke pozitivne tolerancije. I ostale ekvivalencije se

lako provjere preko tablica istinitosti osnovnih logickih operacija.

2.5. UVODENJE POMOCNIH VARIJABLI

2.5.1. POMOCNA LOGICKA VARIJABLA

Umnozak dviju logickih varijabli zamijenit ¢emo s pomo¢nom logi¢kom varijablom:
5,=5,5,. (2-12)
Pretvaranjem ovog izraza u logicki izraz:
[6, =1] e [6, =1]A6, =1] (2-13)
dolazi se do skupa linearnih nejednadzbi:

-0,+0, <0,
5, =066, =1-06,+6, <0, (2-14)
0,+9,-0, <.



2.5.2. POMOCNA KONTINUIRANA VARIJABLA

Umnozak logicke o e {0,1} i kontinuirane varijable f(x), f:R"—>R

mozemo zamijeniti s pomo¢nom kontinuiranom varijablom:
z=6-f(x). (2-15)
Ovakva varijabla zadovoljava logicke izraze:

[6=0]—[z=0],

2-16
[5=1]>[z= s (310

Implikacije nisu obostrane, zbog moguéeg slucaja f{x)=0. Ekvivalentni skup

linearnih nejednadzbi glasi:

z<M?J,
225 flx) e 220 2-17)
z< f(x)—m(1-9),

2> f(x)-M(1-35).

2.6. MLD PRIKAZ

Linearni vremenski diskretni hibridni sustav u MLD obliku glasi([11]):

x(t +1) = Ax(f) + Bu(t) + B,5(t) + B,z(1),
y(f) = Cx(t) + Dyu(t) + D,5(t) + Dy (),

E,S8(t) + E,z(t) — Eu(t) — E,x(t) — E; <0,
8(6(0),z(2),u(t),x(1)) = E,6(t) + Eyz(¢) — Equ(t) — E,x(t) — Es,

(2-18)

n

gdje je x vektor kontinuiranih i logickih varijabli x € R™ x {0,1} , u vektor ulaza

ny

kontinuiranih i logic¢kih varijabli u € R™ x {0,1} , v vektor izlaza kontinuiranih 1

logickih varijabli y € R x {0,1}" ', o€ {0,1}” vektor pomoc¢nih logickih varijabli, a



ze R vektor pomoénih kontinuiranih varijabli, a 4,B,,B,,B,,C,D,,D,1D, i
E,E,,E,,E,1E, su matrice s konstantnim koeficijentima odgovaraju¢ih dimenzija.

Pomo¢ne varijable nastaju pri pretvorbi PWA oblika u MLD oblik. Zbog
pojednostavljenja, u ovom radu su stanja, ulazi i izlazi samo kontinuirane varijable,

tj. ni=m;=p;=0.
Za MLD sustav, ostvariv skup je:
fF:{(x,u)eXx‘U:EIé,z:g(&z,u,x)SO}. (2-19)
Preslikavanje G : X = U daje skup ostvarivih ulaza pridruZenih svakom stanju:
G(x)={ueV:36,2:g(5,z,u,x) <0}. (2-20)

Definicija 2.2. MLD sustav (2-18) je dobro definiran (engl. well — posed) ako
mozemo garantirati da su svako novo stanje x(¢+1/) 1 izlaz iz sustava y(z) jedinstveno
definirani, tj. V(x(¢),u(t)) € ¥, vektori d() 1 z(t) koji zadovoljavaju nejednadzbu (2-
18) su jedinstveni ([8], [3]).

Pri pretvorbi iz PWA u MLD model, koriStena je tolerancija ¢ u
nejednadzbama (2-18). Ona moZe prouzrokovati mali podskup stanja za koja su
nejednadzbe (2-18) neostvarive. U ovom radu uzima se da ova tolerancija ne utjece

na implementaciju MLD sustava, ako je u redu veli¢ine preciznosti racunala.

Iz PWA oblika (2-1) i (2-2), koriste¢i (2-3) — (2-17), lako je moguce dobiti
MLD oblik (2-18) [3]. U tu svrhu, uvest ¢emo pomo¢ne logicke varijable J,(¢), kao
indikatore koja dinamika je aktivna. Varijable o,(¢) dobivaju se logickom funkcijom
iz logickih varijabli 6%, vezanih uz granice poliedarskih particija (definicija 3.5.). Za
svaku granicu @, x<b, definira se funkcija  f,(x)=a, x—b,, te vrijedi

ldl.g = IJ > [ f.(x) < 0]. Za aktivnu dinamiku je, prema tome, 0,(¢) =1, dok za ostale



koje nisu aktivne vrijedi 0,(¢)=0. Za te varijable vrijedi da samo jedna od njih

moze istodobno biti istinita:
0,(H)+0,t)+...+0,(1)=1.

Iz (2-1) je vidljivo da vrijedi:

x(t+1) = Z [4.x(t) + Bu(t)]5,(2) .

(2-21)

(2-22)

Jednadzba (2-22) nije linearna, zbog postojanja umnoska logicke varijable sa

stanjima 1 ulazima. Uvodenjem pomo¢ne kontinuirane varijable (2-15), dobit ¢emo

skup linearnih jednadzbi s mijeSanim varijablama:

X+ =Y z,0),

z,(t) = [4,x(t) + Bu(0))5.(2) .

Neka su vektori gornje 1 donje ograde: M = [M .

m=[m, .. m,] definiranis:

M ; =max max A/ x+ Bluy,

i=l,..s |:X:|Eq:
u

m; =min{max 4/ x+ B/uy,
’ i=l,...s X

:|€‘F
u

gdje je A/ j-ti redak matrice 4.

(2-23)

(2-24)

(2-25)

(2-26)

Tada se jednadzba (2-24) moze zamijeniti skupom nejednadzbi prema (2-17):



z,(t) S M. (2),
z,(t) 2mo, (1),
z,(t) < 4,x(t) + Bu(t) —m(1-9,(¢)),
z,(t) 2 Ax(t)+ Bu(t)—M(1-0,(¢)).

(2-27)

Analogni postupak provodi se i za izlazne jednadzbe PWA prikaza (2-2).
Ovdje je vazno primijetiti da su matrice B, i D, dobivene pri pretvorbi sustava

opisanog PWA modelom u ekvivalentni MLD oblik, nul — matrice.

2.7. HYSDEL

Ovim postupkom pretvaranja PWA oblika u MLD oblik, stvara se veliki broj
linearnih jednadzbi i nejednadzbi, te bi njihovo ru¢no trazenje moglo biti mukotrpno.
U tu svrhu razvijen je programski jezik vise razine HYSDEL (engl. HYbrid Systems
DEscription Language) ([16], [18], [19]). Jednostavnim unosom PWA sustava, kao

izlaz ovog programa dobiva se ekvivalentni MLD oblik istog sustava.

2.8. TRAJEKTORIJE STANJA MLD SUSTAVA

Za diskretni vektor vrijednosti signala f(?), i vremenski horizont 7>0, vektor
stupac F(T) = [ £0) ... f(T —1)‘]’ skuplja prosle uzorke f. Koriste¢i linearnost
jednadzbi 1 nejednadzbi (2-18), trajektorije stanja MLD sustava na vremenskom

horizontu 7, mogu se zapisati u kompaktnom obliku:

X(T) = Ax(0)+ BU(T) + B,A(T) + B,Z(T),
Y(T) = Cx(0) + D,U(T) + D,A(T)) + D, Z(T),
E,NT)+ E,Z(T)- EU(T) - E,x(0)- E, <0,
UT)eU", X(T)e x".

(2-28)

Trajektorije stanja i izlaza ovise o stanju na pocetku horizonta x(0), te o

ulazima na horizontu (U(T)): X (T|x(0),U(T)) i Y(T|x(0),U(T)).



Matrice 4,B,,8,,B,,C,D,,D,,D,,E E,,E,,E,,E; sudobivene raspisujuci

(2-18), te stalnim uvrStavanjem proSlih poznatih stanja. Konacno, njihovi oblici su

([14], [15]):

I
A
A=| 4% |, (2-29a)
A;‘—l
[0 0 O]
B, 0 0
B, =| 4B, B, , (2-29b)
| A"'B, 4B, .. B, 0
0 . 0 0]
B, 0 . 0 0
B, =| 4B, B, 0], (2-29¢)
| A"'B, 4"7B, .. B, 0
0 e 0 0]
B, 0 . 0 0
B,=| 4B, B, .. .. 0, (2-29d)
| A"'B, A"°B, .. B, 0]
S
CA
C=| c4a |, (2-29%)
[ D, e 0 0]
CB, D, . 0 0
D, =| CA4B, CB, D, .. 0], (2-29¢)
(CA"?B, CA"”B, .. CB, D

10



Rl

L

ST

o

ST

[ D, 0 |
CB, D, 0
CAB, CB, D, 0 |,
|CA"?B, CA"”B, .. CB, D,
[ D, 0 0]
CB, D, 0 0
CAB, CB, D, 0|,
CA"?B, CA"B, .. CBy D,
[ E 0 0]
E,B, E, 0 0
E,AB, E,B, E, 0|,
\E,A"’B, E,A"’B, .. E,B E|
[ E, 0 |
- E,B, E, : 0
~E,AB, -EB, E, .. 0
\-E,A"B, -E,AB, .. -EB, E,]|
[ E, 0 0 ]
- E,B, E, . 0 0
~E,AB, -EB, E, .. 0
-E,A"*B, -E,A"”B, .. -E,B, E;
E4
E,A
E A |,
|E, A"
',
_E 5

(2-29¢)

(2-29h)

(2-291)

(2-29j)

(2-29K)

(2-291)

(2-29m)

11



Stanja X (T |x(0),U (T')) su dobro definirana ako su x(0) 1 U(T) takvi da

razvoj] MLD sustava (2-18) nije blokiran u niti jednom vremenu ¢ <7 —1. Prema

tome, ostvariv skup je:

X, = {x e X :3U(T) e V" takavda je X(T|x,U(T))dobro deﬁniran}. (2-30)
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3. VISEPARAMETARSKO LINEARNO
PROGRAMIRANJE S MJESOVITIM VARIJABLAMA
—mp - MILP

3.1. UVOD

Prije nego S§to C¢e biti objasnjeno S§to je viSeparametarsko linearno
programiranje s mjeSovitim varijablama 1 dan pripadaju¢i algoritam njegova

rjeSavanja, moraju se definirati pojmovi koji se koriste [5],[6]:

Definicija 3.1. S < R" je potprostor, ako za x,y € S, A, €R vrijedi Ax+uy e S.
Definicija 3.2. S — R" je afin podskup ako za x,y e S, L, ueR, 1+ u=1 vrijedi
Ax+ues.

Geometrijski bi to znacilo da linija kroz x, y € S leZi u potprostoru S: x,y < S
Definicija 3.3. S < R" je konveksni skup ako za x,yeS, A, u=20, A+u=1

vrijedi Ax+ uy € S'.

Geometrijski bi to znadilo da za x,y € § segment [x, y] cS.

Definicija 3.4. Hiperravnina {x‘aTx =b,a # 0}, x € R" dijeli prostor na poluprostore

{x‘aTx < b} i {x‘aTx > b}. Poluprostor je konveksan.

Definicija 3.5. Poliedar je presjek konanog broja poluprostora np,

P = HaiTx <b,i=1,..,n, }

Definicija 3.6. Ograniceni poliedar naziva se politop. ([12])

13



3.1.1. OPTIMIZACIJSKI PROBLEM
Kako bismo opisali matemati¢ki program, tj. problem trazenja vektora vy
(vektor kontinuiranih varijabli) koji minimizira funkciju fy(vy), izmedu svih vy koji

zadovoljavaju uvjete fi(w)<0, i=1,...m 1 hi(v)<0, i=1,..,n. koristit ¢emo

oznacavanje:
min Soo),
uzuvjete: f,(v,)<0, i=1...m, (3-1)

h(v)=0,i=1,.n

Mgy s
gdje je v optimizacijska varijabla, vektor kontinuiranih varijabli, f, :R" > R
funkcija cilja (engl. cost function), nejednadzbe f;(vi)<0 su nejednadzbe ogranicenja
(engl. inequality constraints), dok su 4;(vi)<0 jednadZbe ograni¢enja (engl. equality
constraints) ([5], [6]). Kada ne bi postojalo ogranicenja, problem (3-1) bio bi

neogranicen (engl. unconstrained).

Problem (3-1) je rjesiv ako postoji barem jedna ostvariva tocka (engl. feasible
point) koja zadovoljava postavljene uvjete, inace problem je nerjesiv (engl.

infeasible).

Rjedenje ovog problema je ona ostvariva to¢ka v, za koju je f;(v,) < f,(v,)

za bilo koji drugi ostvarivi v, .

Ako su fy, ..., fu konveksne funkcije, a jednadzbe ogranienja #; afine,
problem
(3-1) je konveksni optimizacijski problem. Za konveksne optimizacijske probleme

vrijedi da je svaka lokalna optimalna toc¢ka ujedno i globalno optimalna.

Ukoliko se trazi maksimizacija konkavne funkcije f), uz konveksne

nejednadzbe ograniCenja i afine jednadzbe, tj:

14



max fov),

uzuvjete: f,(v,)<0, i=1..,m, (3-2)
h(v,)=0,i=1,...,n

> Peq »

problem se lako preoblikuje u problem minimizacije (3-1) mnozec¢i funkciju cilja sa

-1, 1j. (3-2) postaje:

min - fo(v)
uzuvjete: f,(v,)<0, i=1...m (3-3)
h(v,)=0,i=1,..,n,

3.1.2. LINEARNO PROGRAMIRANJE
Ako je v, e R", a funkcija cilja 1 svi uvjeti ograni¢enja optimizacijskog

problema afini, tada se taj problem naziva linearnim programom ([5], [6], [16]):

. T
min C, V +Cy,
Vi
uzuvjete: 4,,v, <B,,, , (3-4)
Aeqvk = Beq s

gdje su matrice dimenzija Ajueq (M X n), Aoy je (neq < n), a vektori dimenzija
Bineg (m *x 1), Bey (Neg % 1), c; (n % 1)1 ¢z (I *x 1). Linearni program je konveksni
optimizacijski program, tj. njegovim rjeSenjem nalazi se globalna tocka minimuma

vk* , koja zadovoljava postavljena ograni¢enja.
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3.1.3. LINEARNO PROGRAMIRANJE S MJESOVITIM
VARIJABLAMA

Linearno programiranje sa mjeSovitim varijablama (engl. Mixed Integer

Linear Programming, MILP) se moZe zapisati:

. T T
min CVk+d Vi

VisVd

uzuvjete: A4,,v, +E,, vi<B (3-5)

ineq

A, +E, vy =B

ineq °

eq

gdje je v, vektor kontinuiranih varijabli v, e R", v, vektor logickih varijabli

vy € {O,l}l , a konstantne matrice 1 vektori su dimenzija Aoy (m < n), Eipney (m * 1),

Aeqj€ (Neg X 1), Eeq (Neq * 1), Bineg (M % 1), Beg (Neq * 1), ¢ (n x 1) ted (I x 1).

RjeSenjem problema (3-5) dobiju se optimalne vrijednosti vektora
kontinuiranih 1 logic¢kih wvarijabli vk* 1 vd*, a koja zadovoljavaju postavljena

ograni¢enja.

3.1.4. VISEPARAMETARSKO LINEARNO PROGRAMIRANJE

Viseparametarsko linearno programiranje (engl. Multiparametric Linear
Programming, mp — LP) ([2], [4], [13], [16], [17]) minimizira funkciju cilja koja
sadrzi samo kontinuirane varijable, no unutar nejednadzbi ograni¢enja mogu

postojati i parametri:

f(0)=min c¢"v,,

+ F;'neq 9’
(3-6)
Aeqvk = Beq + Feqea

uzuvjete: 4, v, <B

ineq ineq
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gdje je vektor kontinuiranih varijabli v, e R", #eR’je vektor parametara.
Konstantne matrice 1 vektori su dimenzija Aj,eq (m X 1), Fipeq (M % S), Bineq (m % 1), ¢

(n x 1). Cilj je na¢i optimalne funkcije vk*(6’) i ().

Kao rjeSenje ovog problema dobije se nR konveksnih regija, politopa u

prostoru parametara:

CRG)=10: 4, ,,0<B, ,pi=l..nR. (3-7a)

impLP? = Pimprp
Optimalna vrijednost vektora varijabli u ovisnosti o parametrima i politopama je:
v, (O)=F"10+G"; za 0<cCR(i), (3-7b)
a vrijednost pripadajuce funkcije cilja:
f(@)=B"6+C": za 6 € CR(i), (3-7¢)

. . * * * . * . .
gdje su matrice F ;,G :,B:1C; konstantne matrice ovisne o promatranom

politopu.

3.1.5. VISEPARAMETARSKO LINEARNO PROGRAMIRANJE S
MJESOVITIM VARIJABLAMA

Cilj je viseparametarskog linearnog programiranja s mjesovitim varijablama
minimizirati funkciju cilja koja se moZze sastojati od kontinuiranih 1 logickih
varijabli, uz zadane uvjete u obliku nejednadzbi i1 jednadzbi s kontinuiranim i
logi¢kim varijablama, te kontinuiranim parametrima ([4], [7], [16], [17]).

Matematicki izraz za takav problem glasi:
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f(@) =minc"v, +d"v,,

Vi>Vd

+ F

uzuvjete: 4,,, vy <B ineg ¥ s

Aeqvk +Eeqvd = Beq +Feq9,

vk + Eineq ineq

(3-8)

gdje je v, € R" vektor kontinuiranih varijabli, v, € {0,1}1 vektor logickih varijabli, s
mogucim vrijednostima 0 ili /. Matrica A;,., je (m * n) konstantna matrica, Ejney (m
x [) konstantna matrica, Fineg (m X 8), Aeq J€ (Neq X 1), Eog (Neg X 1), Foy (Neg X S).
Konstantni vektori imaju dimenzije Bjueq (m % 1), Beg (eq * 1), ¢ (n % 1), te d (I x 1).
U ovom je radu pretpostavljeno da je matrica E., nulmatrica, Sto je za netom opisani

nacin pretvorbe PWA u MLD oblik i slucaj.

Kao rjesenje ovog problema dobiju se politopi, za koje vrijedi odredena
linearna ovisnost kontinuiranih varijabli i parametara

CR(i) = {9 DA 0<B, }, i=1,..nR. Osim toga, u strukturi rjeSenja ovog

I mpMILP i mpMILP
problema nalazi se i vrijednost kontinuiranih varijabli u ovisnosti o parametrima

vk* (6)=F":10+G"; za svaki od dobivenih politopa, toéno odredena vrijednost
logickih varijabli v, za svaki politop, te vrijednost funkcije cilja f"(0) = B":0+C";

po politopu.

Razvijeno je nekoliko metoda trazenja rjeSenja za mp - MILP s jednim ili
viSe parametara. Jedna od metoda, "branch and bound" (B&B), zasniva se na
rjeSavanju mp - LP za svaki ¢vor B&B stabla. Nabrajanje svih kombinacija
kontinuiranih varijabli izbjegnuto je postavljenjem gornje granice na funkciju cilja.
Druga metoda trazenja rjeSenja ovog problema, geometrijski pristup, temelji se na
dekompoziciji na mp - LP, te na MILP. U prvom podproblemu fiksiraju se logicke
varijable, te se sustav rjeSava samo s kontinuiranim varijablama (mp-LP). Drugi dio
problema tretira parametar € kao kontinuiranu varijablu (MILP). Usporedivanjem 1
kombiniranjem rezultata ovih dvaju podproblema nalazi se minimum zadane
funkcije, uz zadana ograni¢enja. U nastavku Ce biti prikazan algoritam rjeSavanja

mp-MILP problema, temeljen na drugoj metodi ([7], [16]).
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3.2. SMANJIVANJE BROJA VARIJABLI ELIMINIRANJEM
JEDNADZBI

Zadavanjem mp — MILP problema (3-8), uvjeti mogu biti i nejednadzbe i
jednadzbe. Opisani algoritam rjeSavanja mp — MILP sastoji se od naizmjeni¢nog
rjeSavanja MILP 1 mp — LP, a tu nastaje problem zbog jednadzbi. Naime, alat za
rjeSavanje mp — LP koji se koristi u implementaciji algoritama prikazanih u ovom
radu, podrzava kao uvjete samo nejednadzbe. Prema tome, potrebno je rijesiti zadane
jednadzbe kako bi dobili ekvivalentni mp — LP koji ¢e kao ograni¢enja imati samo

nejednadzbe ([1], [10]).

Osim ovih jednadzbi koje zadaje korisnik, jednadzbe mogu nastati i interno
unutar mp — MILP-a. Pri pretvorbi iz PWA u MLD oblik, mogu nastati takvi retci
matrica Aineq, Bineqs Eineqy Fineq da su im svi elementi nule. Takve nejednadzbe
mozemo odmah zanemariti. Isto tako, moguce je da se pojedini retci u svim
matricama nejednadzbi ponavljaju, tj. dva puta imamo istu nejednadzbu ogranicenja.
Svaku takvu ponavljajuc¢u nejednadzbu mozemo preskociti. Treca situacija, i to ona u
kojoj nastaju jednadzbe sastoji se od dviju nejednadzbi koje zajedno ¢ine jednadzbu.
To bi znacilo da imamo dvije nejednadzbe sa suprotnim predznacima koeficijenata, a
istim iznosima. Takve dvije nejednadzbe odreduju dva poluprostora, kojima je
zajedni¢ka samo njihova hiperravnina (definicija 3.4.), pa prema tome ove dvije
nejednadzbe moramo maknuti iz uvjeta nejednadzbi, a medu jednadzbe dodati
novodobivenu hiperravninu. Ove opisane situacije mogu se javiti prije svakog
rjeSavanja mp — LP, zbog fiksiranja logicke varijable, a kako u mp — LP ne mogu u¢i

uvjeti koje sadrze jednadzbe, potrebno je provesti postupak, ¢iji opis slijedi.

Jednadzbe koje se mogu javiti, imaju oblik:

A, =8B, +F,0, (3-9)

gdje su matrice Aeg (Mg X 1), Bey (Neg % 1), 1 Fey (neg % s) konstante matrice, v vektor
kontinuiranih varijabli, a 6 vektor parametara. Pretpostavit ¢emo da ne postoje

jednadzbe koje sadrZe logicke varijable.
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Cilj ovog dijela algoritma je izraCunati neke od kontinuiranih varijabli na
temelju jednadzbi (3-9) 1 izraziti ih pomocu ostalih varijabli, te pomocu vektora
parametara 6. Na taj nacin neke od varijabli ¢e nam biti odredene, pa ih moZzemo
uvrstiti u nejednadzbe (3-8). Ovim postupkom smanjili smo broj varijabli i dimenziju

problema, a jednadzbe vise ne postoje, te je moguce rijesiti mp — LP.

Promatraju¢i sustav jednadibi (3—9) moguca je pojava nekoliko slucajeva

rangova matrica 4, , [ J lA B, J Ako s r ozna¢imo rang

9‘1
danih matrica, zbog same definicije ranga kao broja linearno nezavisnih stupaca neke

matrice, uvijek  vrijedi: (4, )<rl4, | -F, <4, | -F, | B,

Pojedini slucajevi razlikuju se ovisno o tome je li izmedu pojedinih rangova znak

jednakosti ili nejednakosti, te ovise o broju kontinuiranih varijabli n:

la,)=rl4, | -F)=rla, 1 -F, | B,
a. r(Aeq ) =n -> sve varijable linearno ovise o parametrima
b. r(Ae q)< n —> neke od kontinuiranih varijabli linearno ovise o ostalim
kontinuiranim varijablama, te o parametrima;
2. r4,)=ra, | -F, )<, | -E, | B,
a. Ova kombinacija nema rjeSenja u prostoru (vk , 0) , pa prema tome ni u
prostoru v, ;
. Aa,)<ra, 1 -F)=ra, 1 FE, B,
a. r(Aeq ) =n > postoji jednadzba samo sa parametrima
b. r(Ae q)< n > neke od kontinuiranih varijabli linearno ovise o ostalim

kontinuiranim varijablama, te o parametrima, ali postoji 1 jednadZzba

samo sa parametrima;
4. rla,)<rla, | -F, <4, F, | B,

a. Ova kombinacija nema rjeSenja u prostoru (vk , 6?), pa prema tome ni u

prostoru v, .
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Slucajevi 3.a 1 3.b nisu pozeljni jer pri rjeSavanju mp — MILP ne Zelimo
uvjete na parametre, kao ni neke to¢no odredene njihove vrijednosti, buduci da nas to
vodi prema nizedimenzionalnom prostoru po parametrima, a takva nam nisu od
interesa. Takvi slucajevi ¢e biti detektirani, ali se nece rjeSavati, kao ni slucajevi 2. i

4. Podrobnije ¢e biti opisani slucajevi 1a i 1b, koji nam i daju Zeljena rjeSenja.

Za opcenitiji slucaj 1b, prvi korak je napraviti QR dekompoziciju matrice A,.
Kao rezultat dobivamo ortogonalnu matricu Q (OQ"=I), gornje trokutastu matricu R,

te matricu S u kojoj je zapisana permutacija redoslijeda varijabli. Prema tome,

jednadzbe

(3-9) glase:
ORS™v, = B, +F,0, (3-10)
RS™v, zQTBeq +QTFeqH. (3-11)

Zbog jasnijeg daljnjeg postupka, uvest ¢emo novi vektor varijabli s
permutiranim redoslijedom: S"v, =v_ . U matrici R moramo na glavnoj dijagonali

imati jedinice, a ispod i iznad nje nule. Jednostavnim Gaussovim transformacijama

dolazimo do oblika jednadzbi:

Rv, =B, +F,0. (3-12)

U matrici R se s lijeve strane nalazi jedini¢na matrica, dimenzije ranga

matrice 4.4, a predstavlja koje varijable se mogu izraCunati i izraziti pomocu ostalih:
I, 172]{ lnk } =B, +F,0, (3-13)

gdje je s v, oznacen onaj dio permutiranog vektora kontinuiranih varijabli koji

éemo izraziti pomoéu v,,, R, je dio matrice R koji predstavlja koeficijente uz

varijable koje ostaju u daljnjem proracunu.
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Iz (3-13) moguce je izraziti poznate varijable:
Vige = —Ryvy + B, +F,0. (3-14)

S ovom vrijednoscu ulazimo u sustav nejednadzbi iz (3-8):

Aineq vk + Eineq Vd < B[neq + Eneq 6 b (3- 1 5)
Aineq Svnk + Eineq Vd < Bineq + Eneq 9 s (3- 1 6)
Aineq nvnk + Eineq Vd < Bineq + Fvineq 9 . (3- 1 7)

U permutiranoj matrici 4neq » moramo izdvojiti onaj dio koji ide uz varijable

iz (3-14), te uz onaj dio koji mora ostati u nejednadzbama 4,,, = |-Ai”‘"11n Ajneqs, J

Rastavljanjem vektora v, na dva dijela, te uvrStavanjem (3-14), dobiva se novi

sustav nejednadzbi, s manjim brojem varijabli:

(Aineq 2n - AineqlnRZ )VZ nk + Eineq Vd < (Bineq - Aineqln Beq) + (F:’neq - Aineqln Feq)

(3-18)
Osim uvjeta nejednadzbi, zbog smanjivanja broja varijabli, mijenja se i
funkcija cilja. Analognim postupkom, permutiranjem, te rastavljanjem vektora ¢ na
dva dijela ¢'S=c, = [cln czn] 1 uvrsStavanjem (3-14), dobije se nova funkcija cilja:

f = (CZn _c1n§2)v2nk +cln§eq +clnF_Lq9+dTvd . (3-19)

U sluéaju la. nakon koraka (3-12) matrica R je jedini¢na, te su sve

kontinuirane varijable poznate:

vy =B, +F,0. (3-20)
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Nejednadzbe u ovom slucaju glase:

Einequ < (Bineq - Aineaneq) + (Eneq - Aineqniq )0 4 (3_21)
a funkcija cilja:
f=c¢,B, +c,F 0+d v,. (3-22)

Ovu analizu i smanjivanje broja jednadzbi potrebno je provoditi prije svakog
mp - LP. Nakon mp - LP potrebno je vratiti redoslijed varijabli, kao 1 varijable iz (3-

14) ili (3-20).

3.3. INICIJALIZACIJA

Pocetno se rjeSava MILP podproblem. Parametar 4 se tretira kao kontinuirana
varijabla kako bi se pronasla pocetna ostvariva podrucja. Problem (3-8) sada prelazi

u izraz (3-22):

, v
f= mln[cT ol *|+d"v,,
VioVg .0 - 6
o [ Vi
uzuvjete: |4, —F,., 9 +EVa < By s

4, —Fé{g}+aw%=Bw, (3-22)

v, € R, v, e{O,l}l,HeiRS.

Rjesenje ovakvog sustava su vektori v,, 61 v,. Potrebno je fiksirati logicku

varijablu v, = v, radi dalje upotrebe prilikom rjesavanja mp - LP-a.
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3.4. VISEPARAMETARSKO LINEARNO
PROGRAMIRANJE

Prije svakog mp — LP, provodi se postupak smanjivanja dimenzija matrica
nejednadzbi, te postupak rjesavanja jednadzbi, opisan u 3.2. Fiksiranjem v,, problem

(3-8) dobiva oblik:

f(@)zrr&inchk +d"9,
k

meqvk S (B

A =8B, +F,0.

~E,.0 )+ F

ineq

uzuvjete: 4, 0,

ineq

(3-23)

Ovakav sustav viSe ne sadrzi binarne varijable, te ga je moguce rijesiti
multiparametarskim linearnim programom. Kao rjeSenje sustava dobivaju se politopi
u prostoru parametara, vrijednosti kontinuiranih varijabli u ovisnosti o parametrima,

te vrijednosti funkcije cilja koja je takoder ovisne o vektoru parametara:

CR(G)=10:4,,,,0<B

impLP~ — “impLP }7 = l,l’lR ,

b (0)=F"0+G" 0 e CR(i),

vﬂk*( : . . 7 0eCk (3-24)
f(@)=B8+C . za 0eCR(i)

Vrijednosti funkcije cilja su konveksne funkcije. Ako je, na primjer (SL. 3.1.),

parametar definiran unutar granica [@,., @min/, 0 nekom jednodimenzionalnom

prostoru, moguéi dobiveni minimumi funkcije cilja £(0)', f(6)* i f(6)’ pridruzeni

su redom  kriticnim  podru¢jima: CR' = [ﬁmin,ep],CR ? = [HP,HPH], te
CR® = [9p+1,0p+2]. Takoder je moguce dobiti potpodrucja koja su neostvariva za

pocetno zadane vrijednosti logickih varijabli (u ovom primjeru to je podrucje
CR* =[49p+2,c9max])‘ Ovo podru¢je moze se sastojati od nekoliko konveksnih
potpodrucja. U tom je slucaju potrebno ponoviti inicijalizaciju, uz uvjet da se trazi
v, #V,, za svaki od potpodrucja. Koliko ¢e postojati kriticnih podrucja ovisi o

dimenziji modela, vrijednostima gornje i donje granice parametara, te aktivnim
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ograni¢enjima koja se mijenjaju s promjenom vrijednosti parametara. Ukoliko je
nakon rjeSavanja jednadzbi, dobiveno rjeSenje prema slucaju 3., moraju se zapamtiti

vrijednosti logickih varijabli, te ponoviti inicijalizaciju, uz uvjet v, # v,.

f(o)

CR

emin ep E]p+1 9;34-2 e;nax 0

SL 3.1. Ostvariva i neostvariva podrucja nakon inicijalnog mp — LP,uz v, = \3d .

Nakon dobivenih rjesenja mp — LP potrebno je izraziti i optimalne vrijednosti
varijabli koje smo izracunali iz jednadzbi, te vratiti odgovarajuci redoslijed varijabli,

prema 3.2.

3.5. LINEARNO PROGRAMIRANJE S MJESOVITIM
VARIJABLAMA

Za svako od dobivenih kriti¢nih podru¢ja CR' iz viseparametarskog linearnog
programa (mp-LP) potrebno je rijesiti MILP potproblem, linearni program s
mjeSovitim varijablama. Sada se parametri 6 tretiraju kao varijable, te se, uz njihove

vrijednosti, traZe vrijednosti kontinuiranih i logickih varijabli:
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Vi Va0

v
f= min[cT Q{§}+dTvd,
: Yk
uz uV_] ete: [Aineq - F;neq 0 + Einequ < Bineq 4

[4. -F.]™|+Ev,=B
eq - eq 9 + equ_ eq

v +d"v, < f(O), (3-25)
Zvdj‘ - Zvdj‘ < ‘Jik‘—l, k=1,.,K",
jeJ* jeL*

OecCR, v, eR", v, {01},

gdje je parametar 6 varijabla s granicama kriti¢nog podruéja CR' kojem pripada.
Osim ovog uvjeta dodana je i nejednadzba ¢’v, +d v, < f(6)", koja iskljucuje
rjeSenja s veCom vrijednosti od dobivenih u prosloj iteraciji mp - LP-a. Preostala
nejednadzba brani ponovno javljanje ve¢ koristenih logic¢kih vrijednosti varijable vq.

Skup indeksa elemenata vektora vy koji su u I za podruéje CR' i k-tu fiksiranu
kombinaciju logi¢kih varijabli oznagit éemo s J* = {j‘vd;k = 1}, a skup indeksa onih
koji su u nula neka je L* = {j‘vdj‘ = O}. Oznaka |-| koristi se za kardinalni broj skupa,

a K’ je broj koliko je logickih rjesenja ve¢ analizirano u podru¢ju CR'.

.y . A1 r :
Rjesenje ovog problema v, =v, vraca se ponovno u mp - LP, kako bi se na

temelju njega pronaSle manje vrijednosti funkcije cilja 1 pripadajuéa konveksna

podrucja.
Ako nema mogucih rjeSenja MILP potproblema u nekom od potpodrucdja, ta

regija mora biti isklju€ena iz daljnjeg razmatranja, a prethodno dobiveni rezultati

mp-LP predstavljaju kona¢no rjesenje.
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3.6. USPOREDBA REZULTATA

S novom vrijednosti logicke varijable v, = ﬁdl ponovno se provodi mp - LP.
Kao njegov rezultat se dobivaju vrijednosti funkcije cilja f @) i j} ©@)°, s
pripadajuéim kritiénim podrugjima CR® =[6,,.,6,] i CR® =[6,,6,..] (SL. 3.2). Za
svako od pocetnih podrucja za koja smo u MILP-u trazili nove vrijednosti logickih
varijabli, sada je moguce dobiti nova potpodrucja, s razli¢itim vrijednostima logickih

varijabli. Potrebno je odluciti koje je od tih rjeSenja bolje.

f(0)

| ' ' 0
emir'n 6‘q 9max

SL 3.2. Ostvariva podrudja nakon drugog mp — LP,uz v, = ﬁdl .

Vrijednosti funkcije cilja (u ovisnosti o parametrima) pridruzene logi¢kim

vrijednostima v, = v, predstavljaju trenutnu gornju granicu podru¢ja CR. Ako je u

tom istom podrucju nadena vrijednost funkcije cilja za logi¢ke varijable v, = 13d1,

ona moze imati vecu, manju ili jednaku vrijednost pocetnoj. Potrebno je naci
vrijednost parametara za koju obje funkcije cilja imaju istu vrijednost, te kriticno
podru¢je podijeliti na tom mjestu. Sa svake strane funkcija cilja ¢e poprimiti
vrijednost manje prijasnje funkcije cilja. Na slici 3.3. vidljivo je na
jednodimenzionalnom primjeru kako su podrucja podijeljena u konacnici, te koju

vrijednost poprima funkcija cilja u svakom podrucju.
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f(e)

f(0)
? 3

CR KONACHNI
KONAGKI
KONAGN
CR KOMAENI
7
L - _(_:I;SK_ON_AQM_ __T
8
KONAGN

2
4

CR
CR
CR

(®)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
[
1
1
[}
1
[]

emin E)maw:

Sl. 3.3. Konacni politopi i pripadajuée funkcije cilja.

3.7. ALGORITAM mp — MILP

Algoritam koji rjeSava mp — MILP problem, u osnovnim crtama glasi:

provjera da li je dimenzija problema prevelika, smanjuje se, te se rjeSava
mogucih jednadzbi prema potpoglavlju 3.2;

provjera da li je problem dobro zadan, da li uopée ima smisla rjeSavati ovaj
problem, definiraju se zadane prazne strukture u koje ¢e se spremati moguca
rjeSenja (radna struktura), te konacna rjeSenja;

inicijalno rjesavanje MILP potproblema prema poglavlju 3.3;

inicijalni mp-LP (3.4.), ostvariva podrucja se spremaju u radnu strukturu;

sva neostvariva podrucja iz 4. potrebno je dodatno ispitati, i na¢i da li postoji
koje drugo logicko rjeSenje za koja je neko od tih podrucja ipak ostvarivo.
Zapamtiti koje logicke varijable smo ve¢ ispitali.

5.1. ponoviti MILP

5.2. ponoviti mp — LP
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5.3. spremiti u radnu strukturu nova ostvariva podrucja, te za moguca neostvariva

podrucja ponoviti ovaj korak;

nakon $to smo nasli sva ostvariva podrucja, potrebno je ponovno ispitati svako od
njih i vidjeti da li postoji povoljnije rjeSenje od ve¢ dobivenog > rijesiti MILP, s
time da smo iskljucili sva ve¢ isprobana logicka rjesSenja;
6.1. ako je MILP neostvariv, ona rjeSenja koja smo imali do sada za ovo
podrucje, su konac¢na, spremamo ih u posebnu strukturu sa rjesenjima
6.2. inace rjeSavamo mp — LP
6.2.1. za svako dobiveno podrucje ispitujemo da li je proslo ili novo rjesenje
povoljnije, te po potrebi dijelimo podruc¢je na dva podpodrucja, prema
3.6., oba spremamo u radnu strukturu
6.3. ponavljamo ovaj korak dok ne ispitamo sva podru¢ja spremljena u radnoj

strukturi.
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4. OSMOTRIVOST

Promatrat ¢emo sustav na konacnom vremenskom horizontu 7. Neko stanje
sustava je osmotrivo na horizontu 7, ako su skupljeni ulazno-izlazni podaci na
horizontu dovoljni za rekonstrukciju tog stanja na pocetku horizonta, bez obzira na
primijenjenu ulaznu sekvencu na horizontu. U praktiénom smislu opravdano je
definirati maksimalni horizont T,,,, te za sva stanja koja su osmotriva tek za 7> T,

re¢i da su prakticki neosmotriva.

Definicija 4.1. Za neki MLD sustav, dva stanja x,Xx € X se ne mogu razlu€iti

u T koraka ako postoji U(T)e U’ takvi da su X(T

xU(T)) i X(T

x,U(T)) dobro

definirani i Y(T'|x,U(T)) = Y(T|x,U(T)). ([8])

T
Dva stanja koja se ne mogu razluciti biljezimo x~ x. To je relacija iznad

prostora X x X, no razlikuje se od slucaja linearnog sustava. Ne moZe se zamijeniti s

relacijom jednakosti, jer prijelazna svojstva ne moraju biti jednaka.

T

Ako postoje U,(T)e V", takvi da je x,~%, i U,(T)eU" takvi da je

T T
X, ~ X, ne mozemo garantirati da postoji U,(T)e V", takvi da je x, ~%,, zbog

ograni¢enja na ulaze, te unutarnjih nelinearnih ponasanja MLD sustava. Skup stanja
koja se ne mogu razlikovati od x u 7 koraka oznacit cemo s J,(x) < X .

Definicija 4.2. Stanje x € X' je osmotrivo u 7 koraka ako je 3, (x) = {x}

Definicija 4.3. Skup O, c X je osmotriva regija u 7' koraka ako su sva

stanja x € O, osmotriva.

Definicija 4.4. Maksimalni osmotrivi skup u T koraka O, je unija svih

osmotrivih regija.
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4.1. PRORACUN REGIJA OSMOTRIVOSTI

Regije osmotrivosti ¢e se proracunavati za sustav zadan u MLD obliku, na

vremenskom horizontu 7' ([8]). Koriste¢i (2-28), x € I3, (x) ¢e vrijediti ako i samo

ako postoji U(T),A(T),A(T),Z(T) i Z(T), takvi da vrijedi:

UT)eV", X(T),X(T)e x", AT),AT) 0,1},

Y(T

x,U(T)) =Y(T

x,U(T)). (4-1)

Evolucija MLD sustava na horizontu 7, inicijalizirana s x, ima oblik:

X(T) = Ax+BU(T)+ B,A(T) + B, Z(T), (4-2a)

E,NT)+E,Z(T)<SEU(T)+E,x+E,, (4-2b)
odnosno s X :

X(T)= A%+ BU(T)+ B,A(T) + B,Z(T), (4-2¢)

b

AT+ EZ(T) < EU(T)+ E, 2+ E.. (4-2d)

Na temelju definicije o dva stanja koja se ne mogu razluditi, vrijedi:

Y(T

x,U(T))=Y(T

xUM)), (4-3a)

D, (A - A )+ By (2(1) - 2(1)) = ~C( - ). (4-3b)

Teorem 4.1. Za svaki xe X, skup J,(x) je kompaktan, tj. sastoji se od

kona¢nog broja podskupova.

Dokaz: 3,(x)=0 za svaki xe X\ X,. Ako je X, prazan, dokaz je
trivijalan. Inade, fiksira se x € X () X. Nejednadzbe (4-2b, 4-2d) i jednadzba (4-3b)

definiraju
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mp — MILP s nul-funkcijom kao funkcijom cilja, fiksnim x, vektorom parametara
0 =% e X, te vektorom varijabli v=[U(TY A(T) ATy Z(T) Z(I)}. Kako je
X € X, ,imamo x € 3, (x), odakle slijedi ostvarivost mp — MILP-aza @ = x.

Ostvariv skup ®°(x) mp — MILP-a je kompaktan. Teza slijedi iz zapisa
3,(0)=0"(x).

Za dani MLD sustav, s parametrom x € X', promatra se optimizacijski problem:

()= max |x—3,. (4-4)

Ovaj problem je rjesiv za sve parametre x € X, i u tom slucaju, teorem 4.1. i

kontinuiranost |||| , garantiraju da je maksimum dobro definiran.

Preslikavanje I': X" > X pridruzuje svakom parametru x optimalnu

vrijednost X" (x) iz problema (4-4). Koriste¢i Definiciju 4.4., maksimalni osmotrivi

skup se moze predstaviti kao:

0, ={re X} :T(x)=x/. (4-5)

Izraz (4-4) nije pogodan za direktno koriStenje u mp-MILP-u. Potrebno je
ciljnu funkciju 1-norme pretvoriti u optimizacijski problem s mijesanim varijablama
s linearnom funkcijom cilja. U tu svrhu, uvode se pomo¢ne varijable 7€ R" i
U E {0,1}" , definirane kao:

i

1 ako (x—x), <0,
_ A (4-6)
0 ako (x—x), >0,

—(x—X), akoyu, =1,
77[ = A (4-7)
(x—=x), akou, =0.
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gdje je (x—X), i-ta komponenta vektora x —x. Uvodenjem ovih varijabli, funkcija
cilja se moze zapisati u obliku:

P = max [v= ], = max Y7, (4-9)
LT =

xe3p(x)

Vektori definirani u (4-6) i (4-7) imaju jedinstveno rjeSenje sustava nejednadzbi:

Y7,
M| |<Nx+N,, (4-9)

X

gdje su matrice M, N i N, takve da je Vx,x e X .

Uvjeti koje se mora zadovoljiti u mp-MILP programu sadrzani su u

x € 3,(x). Nakon uvodenja pomo¢nih varijabli (4-6), (4-7), te matrica (4-9), uvjeti

glase:
xe 3, (x), (4-10)
7
M|n|<Nx+N,
X
Kako je sustav koji promatramo MLD, uvjeti (4-10) postaju:
7
M{n|<Nx+N,_, (4-11a)
X
E,NT)+E,Z(T)< EU(T)+ E,x+E,, (4-11b)
E,NT)+E,Z(T)< EU(T)+E,%+E., (4-11c)
(4-11d)

D, (A - A )+ By (2(1) - 2(1)) = ~C (3 —x).
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Ovakav sustav s mijeSanim varijablama, te linearnim jednadzbama i

nejednadzbama, moze se prikazati u kompaktnom obliku:

T T
max c v, +d' vy,
Vi sVd

+F

uzuvjete: 4, vy <B ineg 05 (4-12)

Aeqvk + Eequ = Beq + Feqﬁ,

vk + Eineq ineq

gdie su vy = [fc' ury) zZ@y Z Ty 77'} kontinuirane  varijable, a
vy = [A(T ) A(T) y'J logicke varijable po kojima se optimira, 8 = [x], e X je
parametar. Problem (4-12) zapravo je multiparametarski problem s kontinuiranim i
logickim varijablama, mp — MILP, te se trazenju osmotrivih podrucja pristupa preko

rjeSavanja mp — MILP-a. U tu svrhu matrice iz (4-11a) imaju sljedece elemente:

i epom 0 In ]
6, 0 -I,
M=[M M, M]= 20 L (4-13a)
ARt P Y7 NS R i e
29}70"’! _IH _IH
20, I, 1, |
-
_Il’l
Il’l
N = , (4-13b)
_Il’l
_]n
S
_epom
~20,
N =| T (4-13¢)
-20,,
0
— O -
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eminl _emaxl 0 1 0 0
gdjeje 6, = 0 0 , 1, =10 .. O|nxn.
0 o O —0.. 00 1

Kako je za pokretanje mp — MILP-a potrebno varijable podijeliti na
kontinuirane i logicke, tako se i iz matrica (4-13) izdvajaju stupci koji se odnose na
pojedine varijable, prva tre¢ina stupaca iz M su koeficijenti uz logicke varijable M,
dok je ostatak matrice M vezan uz kontinuirane varijable M, 1 M;. Konstante matrice

1z (4-12) glase:

0 -E E 0 0
4, =|-E, -E 0 E 0|, (4-16a)
M, 0 0 0 M,
E, 0 0
Eineq = 0 E2 0 s (4'16b)
0 0 M,
—ES
ineq = ES ’ (4'16C)
Nc
_E4
e =| 0 |. (4-16d)
N

Zbog postojanja jednadzbi (4-11d) postoje i jednadzbe pri pozivu mp —
MILP-a (4-12). Ovdje nam u korist ide 52 =0 (zbog nacina provedene pretvorbe
PWA modela u MLD model, potpoglavlje 2.6.), te ne postoje logicke varijable u

jednadzbama. Matrice jednadzbi glase:

4,=|¢ o -B, B, o, (4-17a)
B, =0], (4-17b)
F, =|c. (4-17¢)
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Sam algoritam optimiranja mp — MILP minimizira, dok u (4-12) imamo
maksimizaciju. Zbog uspjesnog pronalazenja rjeSenja, min pretvaramo u max,

mnozeci funkcije cilja sa -/. Funkcija cilja tada ima matrice:

d'=-{0 0 0 0 1]
[ } (4-18)

Ixn

d'=-[0 0 0 o]

Rjesavanjem mp — MILP problema dobiju se:

e Podru¢ja politopa {CRJ. }S/=1’ CR, c X', predstavljena s linearnim

nejednadzbama A, 0 < B, ;, takvima za koje vrijedi X > =UCR s
« « e
e Vrijednosti varijabli u ovisnosti o parametrima: vk* (x)=F ;49 +G j* ,

VxeCRj.

U vektoru varijabli v, , varijabla koja nas zanima stoji na prvom mjestu, te se

moze izdvojiti mnoZenjem:

Fo=[1|0]F/, (4-19)
G, =1|0]lG, . (4-20)
Izraz koji svakom parametru pridruzuje varijable, tj. preslikavanje
I': X" = X moze se prikazati:
[(x)=T;(x), xe CR,, (4-21)
(4-22)

r,(x)=F"x+G, .

Kako bi neka regija bila osmotriva, mora biti zadovoljen (4-5), tj. parametar x

mora biti jednak x ([8]), pa za svaki skup vrijedi:

36



0,=0,NCR, ={xeCR,:F" =1,,G,” =0}. (4-23)

J n2=j

Neki od dobivenih skupova mozZe biti i prazan. Maksimalni osmotrivi skup se

moze prikazati kao:

o, =Jo,. (4-24)

Nakon provedenog mp — MILP programa, provjeru da li su dobivene regije
osmotrive obavimo vrlo jednostavno. Ukoliko je F j** =In,Gj** =0, ta regija je

osmotriva.
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5. DINAMICKO PROGRAMIRANJE

U proslom poglavlju pokazano je kako se proracunavaju regije osmotrivosti
koriste¢i mp-MILP. Pretvaraju¢i iz PWA oblika u MLD oblik, te u MLD oblik uz
horizont T nastaje veliki broj linearnih jednadzbi i nejednadzbi s velikim brojem
varijabli 1 parametara po kojima je potrebno optimirati. Naizmjeni¢nim koristenjem
mp-LP-a i MILP-a kako bi se dobile osmotrive regije produljuje se vrijeme njihova
proracuna. Kako bi se to vrijeme skratilo, potreban je drugaliji pristup, pristup

pomocu dinamickog programiranja ([22]).

Prema definiciji 4.1. dva stanja x,x € X se ne mogu razluciti u 7 koraka ako
postoji U(T)e U’ koji osigurava da su izlazi dobro definirani i jednaki
Y(r

x,U(T))=Y(T|x,U(T)). Ta stanja su neosmotriva ([8]). Kombiniraju¢i sve

moguce dinamike za svako od ovih stanja, te maksimiziraju¢i razliku njihovih
vrijednosti uz postavljene uvjete, traze se podrucja gdje je ta maksimalna razlika
nula. U tim podrucjima stanja se ne mogu razlikovati. Postupno povecavajuci
horizont do Zeljenoga, pronalaze se podrucja koja i dalje nisu osmotriva, a za ostala
podrucja se provjerava da li su mozda ipak osmotriva. Dinamicko programiranje
polazi od PWA modela (2-1) i (2-2), a ocituje se u tom postupnom povecavanju

horizonta, te dodavanjem regija osmotrivosti.

5.1. POMOCNA VARIJABLA

Optimizacijski problem koji promatramo uz parametar x € X i varijablu po

kojoj maksimiziramo x € 3, (x) dan je izrazom:

I'(x) = max |jx—%],- (5-1)

#e3;(x)

Ovaj oblik funkcije cilja moze se raspisati u oblik:
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I = max ||x—fc

xe3;(x)

(5-2)

i

n
= max ) Jx— £
Y=l

Problem predstavlja apsolutna vrijednost oko razlike stanja. Kako bi se to rijesilo

uvodi se pomoéna varijabla &:
e=|x—4%. (5-3)

Ovu relaciju mozemo raspisati s dvije nejednadzbe:
(5-4)

koje osiguravaju da razlika stanja uvijek bude pozitivna.

Kako promatramo » proslih vrijednosti ulaza (u; trenutni ulaz, u, prosli, ...,
u, najstariji promatrani ulaz), a uz pretpostavku da su sve varijable i svi parametri

kontinuirani, vektor varijabli glasi:

X
x u,
v=|U|=| : |, (5-5)
8 n
- 8 -
a vektor parametara:
9 =X. (5_6)

Funkcija cilja u linearnom obliku glasi:
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F=min[0 0 —]n

n T %

gdje je I, vektor od n elemenata ¢iji su svi elementi jednaki jedan.

5.2. UVJET JEDNAKOSTI

(5-7)

Uvjet osmotrivosti prema definiciji 4.1. osigurava da su izlazi iz sustava

jednaki Y(T

x,U(T))=Y(T

x,U(T)) uz istu ulaznu sekvencu. Potrebno je promatrati

n proslih vrijednosti, gdje je n broj varijabli stanja, pa je T=n. 1z izlaznih relacija

PWA oblika sustava za proslih # stanja dolazi se do uvjeta jednakosti:

A,v=B,+F,0, (5-8)
[ C\?n D)?n _DU’I 0 O_
,%n—lAin—l Cﬁn—lBin—l _an—len—l D%n—l _DxH 0
Aﬂq = a2 Min Cﬁ-n—zAicn—zBX-n—z _an—zAxn—zBXn—z C&n-zBim-z _an—szn-z 0 0p
L C,hAfc]’H C£1A£1n7235c1 _Cxlelniszl CfclA,%ln%chl _Cxle1n73Bx1 s Dﬂ _Dxl O_
gxn - gfrn
gxn—l - gffn—l + an—l xn-1 Cfn—l Xn-1
Beq = an—Z _gffn—Z + an—Z xn-2 _Cffn—Z Xn-2 + an—ZAxn—Z xn-2 Cffn—ZAan—Z Xn-2 |°
n—-2 n—-2
L 885 +Cx1 x1 _Cfrlffcl +"'+Cx1Ax1 fxl _CfrlA,%l ffrl |
— an -
xn—1""xn-1
2
Feq xXn-2""xn-2 > (5'9)
n—1
- C. 4, |
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U izrazima (5-9) razliciti indeksi x i X uz matrice 4, B, C, D, g i f oznafavaju da
varijabla X 1 parametar x mogu pripadati razli¢itim dinamikama PWA oblika
sustava. Drugi dio indeksa /, 2, ..., n-1, n oznacava kako u svakom od » proslih

koraka moZemo biti u drugoj dinamici i za x i x, te je i to potrebno uzeti u obzir.
Prvi stupac matrice 4., stoji uz X i dimenzija je (n 'n)x n, posljednji stupac ¢iji su
svi elementi nula stoji uz € 1 dimenzija je (n 'n)x n . Svi stupci izmedu vezani su uz

ulazne varijable ukupnih dimenzija (n-1)x (m - n).

Kako je ve¢ reCeno u potpoglavlju 3.2. alat za rjeSavanje mp-LP koji se
koristi u implementaciji ovog dinamickog algoritma podrzava kao uvjete samo
nejednadzbe, te je potrebno rijesiti ovu jednadzbu smanjivanjem broja varijabli kako

je to ve¢ objasnjeno u potpoglavlju 3.2.

5.3. INICIJALIZACIJA

Kako bi algoritam radio ispravno potrebno je zadati minimalnu i maksimalnu

vrijednost parametara i svih proslih promatranih ulaza:

- xmax s

min? (5-10)

- umax s

min *

Pojedina dinamika definirana je ograni¢enjima na varijable stanja i1 ulaze:

Lu+H x<K_, (5-11)

Lu+Hx<K,, (5-12)

gdje razliciti indeksi uz matrice L, H i K oznaCavaju da xix mogu pripadati
razli¢itim dinamikama PWA oblika sustava. Promatrat ¢emo samo trenutacnu

vrijednost ulaza.
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Isto tako zelimo osigurati da sljedece stanje ostane unutar minimalne i

maksimalne vrijednosti te varijable stanja:

Ax+Bu<x, - f:, (5-13)
AXx+Bu2x_ —f;, (5-14)
Ax+Bu<x, —f., (5-15)
Ax+Buxx_ —f . (5-16)

Iz (5-9) - (5-16) slijede matrice za jednadzbe, nejednadzbe i funkciju cilja
koje se koriste pri mp-LP:

n

n T =

F:min[o 0 -1

uzuvjete: 4,,v<B, +F,,0,
(5-17)
A,v=B,+F,0.

Kako je ve¢ receno u proSlom potpoglavlju, nakon rjeSavanja jednadzbi
ostanu samo nejednadzbe, koje se koriste za mp-LP. Kao rjeSenje mp-LP-a dobiju se
podrucja ostvarivosti u prostoru parametara CR(i):

CRG)=10:4,,,,0<B

impLP~ — " impLP }’ = 17nR s (5'183)
gdje je nR broj tako dobivenih podru¢ja. Optimalne vrijednosti varijabli stanja x,

ulaza Ui razlike £ u ovisnosti o parametrima x dane su s:

*
A

X
U|(@)=F:0+G: za 0eCR(i), (5-18b)

&

a optimalna vrijednost funkcije cilja, takoder u ovisnosti o parametrima x, s:
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f(@)=B"0+C": za 0eCR(i. (5-18c¢)

Neko od tako dobivenih podrucja bit ¢e osmotrivo ako vrijedi:

’ (5-19)

F@®=[1, | 0 | O]F =1, (5-20a)
G"(®=[1, | 0| 0fg"=0,,, (5-20b)
Fu@®=[0 | o | 1,]Fi=0,,, (5-20c)
G®=[ | 0| 1]g"=0,,, (5-20d)

gdje je 0,, nul matrica dimenzija n x n.
Sva podrucja koja zadovoljavaju ove uvjete pamte se u posebnoj strukturi rjesenja:

RJESENJE(k) =10 : 4 kel,..,n (5-21)

krjesenjee = Bk rjesenje }’ **> "rjesenja >

gdje je Myjesenia broj ostvarivih podrucja koja su i osmotriva. Pamti se i iz koje

dinamike dolaze x i x. Ostala podrucja koja ne zadovoljavaju ove uvjete pamtimo u

radnoj strukturi:
LISTA(j)=10: 4 jel.n (5-22)

J neosmotrivo - J neosmotrivo }’ neosmotrivih

gdje je Mueosmorrivin broj podrucja koja za sada nisu osmotriva. Pamtimo politope
granice tih podrucja, te ih promatramo dalje, kako ¢e biti objasnjeno. Ovaj inicijalni
korak je ujedno i jedini korak koji je potrebno poduzeti ukoliko je Zeljeni horizont

T=n.
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5.4. PRONALAZAK NEOSMOTRIVIH PODRUCJA

Nakon §to smo pronasli inicijalno osmotriva podrucja, horizont se povecava
za jedan, te se traZe sigurno neosmotriva podru¢ja u ovom koraku. Cilj ovog dijela
algoritma je, uz pomo¢ mp-LP, pronaci ona podrucja koja uz trenutacni horizont

sigurno nisu osmotriva. U tu svrhu kombinirat ¢e se dinamike x i X koje u ovom

trenutku nisu osmotrive, tj. varijable stanja se nalaze unutar politopa iz posebne
strukture koja nisu rjeSenje (LISTA), (5-22):
LISTA: A

()< B (5-23)

neosmotrivo neosmotrivo *

U sljedecem se trenutku te varijable stanja trebaju nalaziti opet u nekom od
podrucja iz LISTA(j). To bi znacilo, ukoliko je moguce naci takvu ulaznu sekvencu
koja osigurava ostanak promatrane varijable stanja u podrucju koje je neosmotrivo,

da ta varijabla stanja uz trenutacni horizont nije osmotriva. Ako je sljedece stanje:

x(t+1)=Ax(@)+Bu@)+ f,, (5-24)

a neosmotrivi politop koji promatramo u sljede¢em koraku:

Y xX(t+1)< B (5-25)

neosmotrivo neosmotrivo >

nakon uvrstenja (5-24) u (5-25) dobit ¢e se uvjet granica politopa unutar kojih mora
biti sljedeca vrijednosti varijabli stanja. Na isti na¢in dobije se uvjet za x:
A

Ax+Bu+f.)<B
AX+Bu+f,)<B

neosmotrivo (

neosmotrivo > (5'26)

neosmotrivo ( neosmotrivo *

Na temelju prethodno opisanog potrebno je rijesiti mp-LP prema (5-17).
Nakon rjesavanja jednadzbi i provodenja mp-LP-a kao rjeSenje se dobiju podrucja
(LISTAnova) koja uz ovaj trenutacni horizont nisu osmotriva, te se ona spremaju u

posebnu strukturu, umjesto ve¢ promotrenih podrucja.
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5.5. NOVA OSMOTRIVA PODRUCJA

Ako ova novodobivena podru¢ja (LISTA,..) ne zauzimaju cijeli pocetni
politop (LISTA) koji smo promatrali, postoji vjerojatnost da imamo neko novo

osmotrivo podrucje (MO):

MO = LISTA\ LISTA

MO(k)y=1{9: 4 (5-27)

0 < B }a k = 17""nmozda05rn’

k mozdaOsm k mozdaOsm

gdje je Muozaaosm broj dobivenih podruc¢ja koja mogu biti osmotriva. To ¢e podrucje
biti osmotrivo ako varijable stanja u sljede¢em koraku dodu u neko ve¢ osmotrivo

podrucdje, zabiljezeno u strukturi RJESENJE.

Neka je trenutacno stanje element moguceg osmotrivog podrucja MO. Ako je

sljedece stanje:
x(t+1)=Ax@)+Bu@®)+ f,, (5-28)
a postojece rjesenje koje promatramo u sljede¢em koraku:

A x(t+1)<B (5-29)

rjesenje rjesenje >

uvjet unutar kojih granica mora biti sljede¢a vrijednost varijable stanja dan je s

(analognoiza x):

Axx+Bxu+fx)£
AZ+Bu+f,)<

rjesenje (

B.
rjesenje >
5-30
B ( )

rjesenje ( rjesenje *
Nakon rjeSavanja jednadzbi 1 provodenja mp-LP dobiju se rjeSenja prema
(5-18). Ona podru¢ja koja zadovoljavaju (5-20) spremaju se u strukturu RJESENJE,

dok ostala podrucja ostaju u strukturi koja se jo§ mora promatrati (LISTA).
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Ako za neko od podru¢ja iz radne strukture LISTA nismo pronasli
neosmotrivo podrucje prema (5-24) — (5-26), potrebno je provjeriti da 1li je to

podrugje ili dio tog podrucja osmotrivo prema (5-28) — (5-30).

Nakon §to su pronadena sva neosmotriva i osmotriva podrucja uz ovaj
horizont, horizont se povecava te se postupak ponavlja sve do unaprijed zadanog
zeljenog horizonta. Kada je neko podrucje osmotrivo uz manji horizont 7, ono

sigurno nece postati neosmotrivo uz veci 7.

5.6. ALGORITAM

1. potrebno je kretati se po svim dinamikama varijable x
1.1. 1po svim dinamikama parametra x
1.1.1. definirati matrice potrebne za mp-LP: ¢, Aeg, Beg, Feq, Aineg Binegr Fineq
za n pros$lih vrijednosti ulaza, takve da sljedeca vrijednost varijabli
stanja bude unutar pocetno zadanog politopa,
1.1.2. ako postoje jednadzbe potrebno ih je rijesiti, zbog koriStenog alata za
rjeSavanje mp-LP koji prihvaca samo nejednadzbe ,
1.1.3. rijeSiti mp-LP,
1.1.4. za svako od rjesenja mp-LP provjeritidalije x =x:
1.1.4.1. ako to vrijedi = rjeSenje mp-LP-a se sprema u strukturu
RJESENIE,
1.1.4.2. ako to ne vrijedi = rjeSenje mp-LP-a se sprema u strukturu

LISTA.

2. ako postoji inicijalno rjesenje, trenutacno promatrani horizont povec¢amo za jedan
2.1. kre¢emo se po svim joS neispitanim elementima iz strukture LISTA
2.1.1. kre¢emo se po svim dinamikama x i po svim dinamikama x
2.1.1.1. definirati matrice potrebne za mp-LP: ¢, Ay, Beg, Fego Aineg Bineg
Fineg za n proslih vrijednosti ulaza tako da sljedeca vrijednost
varijabli stanja bude unutar nekog politopa iz strukture LISTA,

2.1.1.2. ako postoje jednadzbe potrebno ih je rijesiti,
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2.1.1.3. rijesiti mp-LP,

2.1.1.4. svako od dobivenih podru¢ja iz ovog mp-LP je 1 dalje

neosmotrivo, te ga stavljamo u strukturu LISTA,

2.1.1.5. na¢i politope koji su dio promatranog politopa iz LISTA, a koji

nisu dobiveni mp-LP-om:

2.1.1.5.1.

2.1.1.5.2.
2.1.1.5.3.
2.1.1.54.

definirati matrice potrebne za mp-LP: ¢, Ay, Beg, Feg, Aineg
Bineg, Fineq za n proslih vrijednosti ulaza, takve da sljedeca
vrijednost varijabli stanja bude unutar nekog ved
postojeceg rjesenja,

rijesiti jednadzbe,

rijesiti mp-LP,

za svako od rjeSenja mp-LP provjeriti da li je x = X :

2.1.1.5.4.1. ako to vrijedi = rjeSenje mp-LP-a se sprema u

strukturu RIESENJE,

2.1.1.5.4.2. ako to ne vrijedi = rjeSenje mp-LP-a se sprema u

2.1.1.5.5.

strukturu LISTA;

preostala podrucja zapamtimo u strukturi LISTA;

2.1.2. ako nije pronadeno rjesenje mp-LP iz 2.1.1.5.3., kre¢emo se po svim

dinamikama x ix,

2.1.2.1. definirati matrice potrebne za mp-LP: ¢, Ay, Beg, Feg Ainegs Bineg,

Fineq za n proslih vrijednosti ulaza, takve da sljedeca vrijednost

varijabli stanja bude unutar nekog ve¢ postojeceg rjesenja,

2.1.2.2. rijesiti jednadzbe,

2.1.2.3. rijesSiti mp-LP,

2.1.2.4. zasvako od rjesenja mp-LP provjeritida lije x =X :

2.1.2.4.1.

2.1.242.

ako to vrijedi = rjeSenje mp-LP-a se sprema u strukturu
RJESENIJE,
ako to ne vrijedi = rjeSenje mp-LP-a se sprema u strukturu

LISTA,

2.1.2.5. preostala podrucja zapamtimo u strukturi LISTA.
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6. PRIMJER

6.1. OSMOTRIVOST POMOCU mp — MILP-a

Uspjesnost opisanog postupka u pronalazenju podru¢ja osmotrivosti pokazat
¢emo na jednostavnom primjeru, ¢ija se podrucja lako pronadu i bez racunala.
UspjeSnost implementiranja ovih algoritama pokazana je i na temelju poklapanja

rezultata s ¢lankom ([11], [16]).

Neka je PWA sustav zadan jednadzbama ([8]):

x(t) za |x(t)|£2,

x(t+1)=1<1 (6-1)
Ex(t) za |x(t)|22+g,

)= {x(t) za |x(t)| <2, 62)

0 za |x(t)| >2+¢,

gdje je ¢ mala pozitivna tolerancija, a varijabla stanja x se nalazi unutar podrucja

[-10,10]. Promatrat ¢emo razvoj sustava na vremenskom horizontu 7=3.

Prvi korak u traZzenju podruc¢ja osmotrivosti je ovaj sustav pretvoriti u MLD
oblik, pomocu (2-4)-(2-17), odnosno (2-21)-(2-27). Prikaz koda u HYSDEL—u dan je
u Dodatku 1.

Ovaj sustav u MLD obliku sadrzi jednu varijablu stanja, pet pomoc¢nih
logickih varijabli, 1 Sest pomo¢nih kontinuiranih varijabli. Ulaz u sustav ne postoji,
ve¢ sve ovisi 0 pocetnom stanju sustava. Nakon pretvorbe, MLD sustav posjeduje 34

nejednadzbe uvjeta. Same matrice dane su u Dodatku 2.
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Sljedeci korak je pronaci trajektorije varijabli uz zadani vremenski horizont

prema (2-28). Dobivene matrice su sljede¢ih dimenzija: A (3x1), El (3x0),
B, (3x15), B,(3x18), C(3x1), D,(3x0), D, (3x15), D, (3x18), E, (102x0),
E, (102x15), E,(102x18), E, (102x1), E, (102x1). Sada imamo 102 nejednadzbe

uvjeta, /5 pomoc¢nih logic¢kih i /8 pomoénih kontinuiranih varijabli, te znamo tri

prosle vrijednosti stanja i izlaza.

Prije pokretanja samog postupka mp — MILP-a, potrebno je jo§ izraCunati
matrice koje predstavljaju uvjete, te vektore funkcije cilja. Kako ovaj primjer

posjeduje samo jednu varijablu stanja, postojat ¢e samo jedan parametar 6 =x.
Varijable U(T),A(T),A(T),Z(T),Z(T), uz vremenski horizont 7=3, podijelit ¢emo
na kontinuirane v, = lfc’ ur) zZ@D)y Z B 77'} i logicke
v, = [A(T ) A(T )’ ,u'}. Prema (4-16), (4-17) 1 (4-18), matrice za pokretanje mp —

MILP-a za ovaj primjer su dimenzija:

Ay, (210x38), E,. (210x31), B,

ineq

(210x1), F,

ineq

(210x1),

ineq
A4, (3x38), E, (3x31), B,,(3x1), F,, 3x1),

c (38x1),d (31x1).

Sam proracun osmotrivih podru¢ja proveden je na raCunalu s AMD Athlon
XP 1500+, 1.33 GHz, 240 MB RAM-a, u programskom jeziku Matlab v7.0.1,
koriste¢i Multi-Parametric Toolbox v2.5 ([12]). Kao sredstvo za rjeSavanje linearnih
programa koristen je NAG ([21]). Proracun je trajao oko dvije minute, naizgled
mnogo, no ocekivano zbog postojanja velikog broja jednadzbi koje je trebalo rijesiti,
zbog velikog broja nejednadzbi koje ostaju kao uvjeti, a prvenstveno zbog velikog

broja varijabli.

RjeSenjem mp—MILP-a pronadeno je 7 ostvarivih podrucja, te za svaku od
njih vrijednost funkcije cilja, i ovisnost svake varijable o parametru. Kako nas

zanima samo ovisnost varijable x(x), dobivena rjeSenja, samo za ovu varijablu

glase:
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Tablica 6.1. Ostvariva podrucja dobivena iz mp — MILP-a.

Podrucje 1 Podrucje 2 Podrucje 3 Podrucje 4
-1 10 1 10 1 -2-¢ -1 2
x < x < x < x <
1 -8—-4¢ -1 -8—-4¢ -1 4 1 2
=10 x=-10 f=x f=x
Podrucje 5 Podrucje 6 Podrucje 7
1 —-4-2¢ -1 -2—¢ -1 —-4-2¢
x < x < x <
-1 8 1 4 1 8
X=x X=x X=x

Promatranjem vrijednosti dobivenih za parametre, vidimo da je u nekim
sluajevima parametar upravo jednak varijabli X. Za takva podruc¢ja kazemo da su
osmotriva. Osim toga, vidljivo je da izmedu podrucja postoje mali prekidi nastali
zbog same definicije problema (6-1) — (6-2), tj. postojecih podrucja za koje dinamika
sustava nije definirana. Ukupno osmotrivo podrucje je prema tome:

0, =[-88]\{Bpd4+2s[up2+s[u}2-e-2[U)4-264]}. (6-3)

Na slici 6.1. prikazana su dobivena podrucja iz mp — MILP (oznaceno raznim
bojama od podrucja 1 do podrucja 7), kao i dobivena osmotriva podrucja (podrucja 3
do podrucja 7). Podrucja 1 1 2 su neosmotriva, pa dakle na temelju izlaza iz sustava
na horizontu 7=3 ne mozemo razluciti stanje na pocetku horizonta. Na granici

izmedu svaka dva ostvariva podrucja postoji vrlo malo neostvarivo podrucje prema

tablici 6.1.
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OSMOTRIVA PODRUCJA

NEOSMOTRIVO
PODRUCJE

NEGSMOTRIVO
PODRUCJE

10 -8 -4 -2 0 2 a 8
X

SL 6.1. Ostvariva podrucja iz mp — MILP-a, te osmotriva podrudja.

Dobiveno rjeSenje je i logi€no, jer za parametre x < -8—4¢ ili x >8+4¢,
na vremenskom horizontu 7=3, ne mozemo do¢i u podrucje x e [— 2,2] , u kojemu je
izlaz razli¢it od nule. Kako ¢e za bilo koju vrijednost parametra (stanje sustava)
izabranog iz jednog od tih podrucja, izlazi biti uvijek nula, ne moze se razluciti koje
stanje je na pocetku horizonta, da li je to npr. 9.5 ili 8.72. Za sva ostala stanja iz
osmotrivog podrucja, uvijek ¢e se do¢i u podrucje x [— 2,2]. Prema tome, 1 izlaz ¢e
biti razli¢it od nule, ovisit ¢e o trenutaCnom stanju, te ¢e se na temelju toga moci

razluciti koje je stanje na pocetku horizonta.

6.2. DINAMICKI PRORACUN OSMOTRIVOSTI

U prethodnom potpoglavlju nadene su regije osmotrivosti koriste¢i mp-MILP
za PWA sustav (6-1), (6-2) uz horizont 7=3. Promotrimo sada isti taj sustav,
proracunajmo podrucja osmotrivosti koriste¢i dinami¢ko programiranje. U ovom
pristupu nije potrebno pretvarati zadani sustav u MLD model, i samim time je

izbjegnuto koristenje matrica velikih dimenzija.

U inicijalnom koraku, uz 7=1, potrebno je naci ona podrucja za koja smo
sigurni da su osmotriva. Koriste¢i sve kombinacije dinamika x i x za definiranje
matrica jednadzbi i nejednadzbi potrebnih za prora¢un mp-LP-a, u samo tri slucaja
zadani mp-LP je ostvariv. Pri tome su dobiveni politopi i vrijednosti varijabli u

ovisnosti 0 parametru prema tablici 6.2.
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Tablica 6.2. Ostvariva podrucja za inicijalni korak.

Podrudje 24
-1 2
Podrudje 14 1 x < ) Podrudje 3¢
-1 < 10 -1 - -2-¢
x < 2 x <

| _2-¢ x|l 0 1 10

u|={0-x+|0

& 0 0

Kako je vidljivo, u tablici jedino podru¢je u kojem je zadovoljen uvjet
osmotrivosti x =x, (5-20), je drugo podrucje, te njega pamtimo u strukturi
RJESENIJE, dok ostala dva podrucja moramo istraziti dalje. Ovo podrucje je dakle,

jedino osmotrivo podrucje uz horizont 7=1.

Sada se horizont povecava za jedan, 7=2, te se unutar podrucja 1 i podrucja 3
traze dijelovi koji su sigurno i dalje neosmotrivi, oni se pamte, kako bi se u
sljede¢em koraku mogli dalje proucavati (tablica 6.3.). Za preostale dijelove ispituje
se da li su osmotrivi, tj. da 1i zadovoljavaju uvijet (5-20). Ona podrucja koja ga

zadovoljavaju pamtimo u strukturi RJESENJE, a dana su u tablici 6.4.

Tablica 6.3. Neosmotriva podrucja uz T=2.

Podrucje 1, Podrucje 2,
-1 10 -1 -4
x < x <
1 -4 1 10

Tablica 6.4. Osmotriva podrucja dobivena u drugom koraku.

Podrucje 3, Podrucje 4,
1 —2—¢| —1 —2—¢|
x < x <
-1 4 | 1 4 |
% 1 0] % 1 0]
u|=|0-x+|0 u|=|0-x+|0
& 0 O_ & 0 O_
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Nakon ponovnog povecanja trenutatnog horizonta za jedan,

1=3,

neosmotriva podrucja iz proSlog koraka se ponovno istrazuju, da li ¢e sada neki

njihov dio postati osmotriv. I u ovom koraku se prvo traze podru¢ja koja sigurno nisu

osmotriva (tablica 6.5.), a iz dijelova koji ostanu traze se ona koja zadovoljavaju

uvjete (5-20) (tablica 6.6.).

Tablica 6.5. Neosmotriva podrucja uz T=3.

Podrucje 13

el

Podrucje 23

BN

Tablica 6.6. Osmotriva podrucja dobivena u tre¢em koraku.

Podrudje 33

DR

X 1 0
ul=0|-x+(0
& 0 0

|

|

Podrudje 4;

el

1

0

X
ul=0|-x+(0
&

0

0

Na temelju tablica 6.2. — 6.6. mozemo utvrditi da su osmotriva podruc¢ja uz

T=3 podrucja 21, 3, 42, 33, 43, odnosno matematicki zapisano:

0, =[-88]\{Ha4+25lup2+s[u}2-e-2[U]-4-26,-4[}.

(6-4)

Usporedimo li ovo rjesenje s rjeSenjem dobivenim koristenjem mp — MILP-a

danim u (6-3), vidljivo je da se rjeSenja u potpunosti poklapaju, te se izvodi

zakljuCak da su dobivena podruc¢ja zaista osmotriva. Valja jo§ istaknuti kako je

proraun dinamickim programiranjem proveden na istom raCunalu kao i proraun

pomoc¢u mp — MILP-a, no ovom metodom on je trajao 10 sekundi, §to je znatno

kraée vrijeme.
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7. ZAKLJUCAK

U ovom radu teoretski su prikazana i praktiéno demonstrirana dva nacina
trazenja podrucja osmotrivosti za vremenski diskretne po dijelovima afine sustave
(engl. PieceWise Affine, PWA). U prvom pristupu krenulo se od PWA modela, a
njegovim pretvaranjem u ekvivalentni model s mijeSanim kontinuiranim i logi¢kim
varijablama (engl. Mixed — Logical Dynamical, MLD model), omogucen je proracun
viSeparametarskog linearnog programa s mijeSanim varijablama (engl.
Multiparametric Mixed Integer Linear Programming, mp — MILP), koji daje
podrucja osmotrivosti sustava. U drugom pristupu krenulo se takoder od PWA
oblika, ali se nije obavljala pretvorba u MLD oblik, ve¢ su se krenuvsi od horizonta
1, te njegovim postupnim povecavanjem do unaprijed zadanog Zeljnog horizonta,
trazila osmotriva podru¢ja pomocu viSeparametarskog linearnog programa (engl.

Multiparametric Linear Program, mp — LP).

Na jednostavnom primjeru pokazana je funkcionalnost opisanih algoritama u
programskom paketu Matlab, koriste¢i Multi-Parametric Toolbox. Ustanovljeno je
da se koriste¢i dinamiCko programiranje puno intuitivnije i brZze mogu pronaci

podrucja osmotrivosti sustava.
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DODATAK 1.

Prikaz koda za primjer (6-1) - (6-2) u HYSDEL-u.

SYSTEM osmotrivost {
INTERFACE {
STATE {
REAL x[-10,10];}
OUTPUT {
REAL y;}
PARAMETER {
REAL rub=2, min=-10, Max=10;}
} /* kraj interface */

IMPLEMENTATION {

AUX {
BOOL d1,d2a,d2b,d2,d3;
REAL z1,z2,z3,yz1,yz2,yz3; }

AD{
dl = x+(rub) <= 0;
d2a = x-rub <= 0;
d2b = -x-rub <= 0;
d3 = -x+(rub) <= 0;}
LOGIC {
d2=d2a & d2b; }
DA {

z1={IF d1 THEN 0.5*x};
z2={IF d2 THEN x};
z3={IF d3 THEN 0.5*x};
yz1={I1F d1 THEN O};
yz2={IF d2 THEN Xx};
yz3={IF d3 THEN 0};}

CONTINUOUS{
x=z1+z2+z3;}

MUST{
X-Max<=0;
X-min>=0;
(REAL d1) + (REAL d2) + (REAL d3) <= 1; }

OUTPUT {
y=yz1+yz2+yz3; }

} /7* kraj implementation */
} /* kraj system */

55



DODATAK 2.

Matrice u MLD obliku primjera (6-1) — (6-2):

A=[o], [-8.00
B, = praznamatrica, 1x0, 12.00
B,=[0 0 0 0 0] 0
B,=[l 110 0 0] 0
0
0
c=[o] 0
D, = praznamatrica, 1x0, 0
D,=[0 0 0 0 0] °
D=0 0 011 1] z
E, = prazna matrica, 34 x0,, 5.00
5.00
-5.00
-5.00
0
B 0
E, = 0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1.00
0
0
0
0

S O

-12.00
8.00

1.00

=
S
S

S S O O O O © O O O O OSSO0 S o o o C©

S © o O

-12.00
8.00

1.00

=
S
S

S © T © © © © © © © © © © © © o ©o o o ©o o o o

S © O O O O o O

=
=
S

1.00
1.00

10.00
10.00
-10.00
-10.00

5.00
-5.00
-5.00

S S © O R © © © o o o
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10

10

10

10

10
10

10
10

-0,5
0,5

-0,5
0,5

-1.00 0
1.00

-1.00 0
1.00
0

0

-1.00 0
1.00

0

-1.00 0

0

-1.00 0
1.00

0

0

-1.00 0
1.00

0

-1.00 0
1.00

0

-1.00 0
1.00

0

0

-1.00 0
1.00

0

-1.00
1.00

0
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