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Primjena HP Prime kalkulatora za inverzni
model linearnog dinamic¢kog sustava

. 1
Kozar, I.

Sazetak

Prije pocetka mjerenja konstukcija se nalazi u nekom stanju koje u pravilu nije stanje mirovanja
pa problem pri usporedivanju rezultata mjerenja i predvidanja modela moze biti nepoznavanje
pocetnih uvjeta konstrukcije (pomak i brzina to¢aka u kojima mjerimo).

U ovom radu se bavimo odredivanjem pocetnih uvjeta osciliraju¢e konstrukcije, iz
mjerenja pomaka u vremenu, a koja u trenutku mjerenja nije pod djelovanjem sile. Problem se
opisuje matri¢no, preko matrice mjerenja. Primjer koji se prikazuje je homogeni sustav s
jednom masom, sa ili bez priguSenje u sistemu. Pretpostavka je da su mjerenja potpuno tocna,
tj., nemamo greske mjerenja. Postupak se moze prosiriti na sustave s vise masa, na nehomogene
probleme, uz ukljucen tretman greske mjerenja, ali se to prosirenje, zbog ogranicenja prostora,
ovdje ne prikazuje.

Svi primjeri rijeSeni su na HP Prime kalkulatoru kao ilustracija upotrebljivosti
sofisticiranog kalkulatora u nastavi na tehnickim fakultetima.
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1 Homogeni sustav s 1 masom

Sustav s jednom masom a bez prigusenja i pobudne sile, opisan je linearnom diferencijalnom
jednadzbom drugog reda koja, kada je podijelimo s masom 'm' izgleda ovako

#(t) + w?x() =0 (1)

.. k . . e . .
dje je w = |—, a k i m su krutost i masa. Pocetni uvjeti su: za pomak, x(t,) = x, i za brzinu
gdje ) - ] p 0 0

v(ty) = vy, a obicno je t, = 0.

Problem kojim se bavimo je odredivanje upravo pocetnih uvjeta ako su nam poznata
mjerenja pomaka sistema u vremenu od t; do t,. Taj izmjereni vremenski niz moze biti
nacinjen u proizvoljnim i nejednolikim vremenskim razmacima; na pr., provodimo dinamicka
mjerenja mosta kojeg smo uzbudili prelaskom vozila i snimamo pomake u vremenu nakon §to
je vozilo preslo most (masa vozila nije pridodana masi mosta) [1].

Analiti¢ko rjeSenje diferencijalne jednadzbe (1) je x(t) = x, cos(wt) + Zj—osin (wt) pa
lako mozemo formulirati jednadzbu mjerenja koja povezuje mjerene i trazene veliCine.
Matri¢no formulirana jednadzba mjerenja je

y=Hp 2)

gdje je y vektor mjerenih podataka, H matrica mjerenja, p vektor parametara koje trazimo (u

. NIV . X0) . . . ..
nasem primjeru to su pocetni uvjeti). Vektor je p = {vg} 1 matrica mjerenja je

H = [cos (wt) %sin (wt) 3)

Rjesenje jednadzbe mjerenja mozemo dobiti preko generalizirane inverzne matrice. U
nasem primjeru matrica H je popunjena i ima viSe redaka nego stupaca pa generaliziranu
inverznu  matricu  dobijamo trivijalnim postupkom H¢ = (HT « H)"*H”. Rjesenje
(aproksimacija) pocetnih uvjeta p° je sada

p’ = Hy )
U idealnom slu¢aju p° = p (kao u nasem sluc¢aju gdje su mjerenja apsolutno to¢na).
1.1 Primjer
Numericka rjeSenja svih primjera naéinjena su na HP Prime kalkulatoru kao ilustracija
upotrebljivosti sofisticiranog kalkulatora u nastavi na tehnic¢kim fakultetima [2].

Ulazni podaci su: krutost k = 5.0 kN/m, masa m = 0.3 t. Pretpostavit ¢emo i pocetne
uvjete, koje inace zelimo odrediti (kao da ih ne znamo), x, = 0.1 m, v, = 0.2 m/s.
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Ovim podacima dinamicki sistem s jednom masom potpuno je odreden i rjeSenje
mozemo naci analiticki. To ¢emo rjeSenje upotrijebiti da proizvedemo rezultate pomaka sistema
u vremenskom intervalu od 1 sekunde, u razmacima od po 0.1 sekunde, t = [0.1,0.2, ..., 1.0].

Ti ¢e analiticki rezultati zamijeniti (simulirati) rezultate mjerenja; time smo uveli
pretpostavku da nemamo greske mjerenja (za potrebe testiranja postupka, greSsku mozemo
uvesti kasnije). Graficki prikaz vektora mjerenja je

[0.15

(3450110406863

05
X: 0.4981132075 F1(X): -8.0275004€-4

Slika 1. Graficki prikaz pomaka mase u sustavu s 1 stupnjem slobode
Naravno, kada znademo analiticko rjeSenje, simulirano mjerenje jednostavno dobijemo

preko funkcije rjesenja u tockama (vremenima) koja nas zanimaju. Neka je analiticko rjeSenje
programirano kao funkcija F1, a vektor mjerenja neka je u varijabli M1

Function Symbolic View LS Function
VO
i F‘(X)=|X0*COS(W*X)"W*SIN(W*X) | M1:=MAKEMAT(F1(%),10,1
B F2(x)= 0.111230822058
0.10417922634
F3(X)=

M P30 8.00042460755€-2
Fa(X)= 4.26793940067¢-2
W F5(X)= -1.6604427323€-3
B F6(x)= -4.572736134326-2
-8.227831712736-2

- TN
Enter function

Ledit [ v 1l x | Jshowl fval s>l 1 [ [ |
Slika 2. Prikaz zadavanja funkcije pomaka i izra¢un vektora "mjerenja”

Prema jednadzbi (3) konstruirana je matrica mjerenja H 1 izraCunat je njezin inverz
H¢dimenzije [2Xm] , gdje je m broj podataka mjerenja (u nasem primjeru 10).
"Nepoznati" pocetni uvjet sada dobijemo jednostavnim mnoZenjem matrice H¢ i vektora
mjerenih podataka y. Rezultat je
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0_ w6, _ (0.1
= ey = )

§to je potpuno to¢no. Naravno, takvu to¢nost mozemo ocekivati samo u ovakvim
Skolskim primjerima gdje su rezultati mjerenja bez ikakve greske.

2 Homogeni sustav s 1 masom i prigusenjem

Ukoliko u sustav dodamo viskozno prigusenje opisano koeficijentom prigusenja &, dobijemo
jednadzbu

#(t) + 28x (1) + w?x(t) = 0 (6)

Rjesavanje takvog sustava je slozenije pa ¢emo, radi saZetog pisanja, uvesti dodatne
oznake (prema [3]):

wp =w41—-&2 5=L
J1—&2
S(t) = sin(wpt) exp(—wt)
C(t) = cos(wpt) exp (—wt) (7)
- S(t)
A (®) =C(O) +ES@®) Ay =——
Wp
Analiti¢ko rjeSenje je u obliku x(t) = x4, (t) + voA,(t).
Pri formiranju jednadzbe mjerenja, pretpostavit ¢emo da nam je prigusenje & poznato
(slucaj kada istovremeno s poc¢etnim uvjetima odredujemo i prigusenje prikazat ¢emo kasnije).
Jednadzba mjerenja (2) ostaje nepromijenjena, ali matrica mjerenja izgleda drugacije

H = [A'(.;f) Azlzt)] (8)

Vidimo da, kada znamo prigusenje &, nema sustinske promjene u odnosu na sistem s
prigusenjem. Problem nastaje kada zelimo iz mjerenja odrediti i prigusenje, koje ne mozemo
jednostavno parametrizirati jer se nalazi pod korijenom, unutar harmonijske funkcije i u
eksponentu. U tom slucaju, matrica mjerenja je funkcija parametra prigusenja jer je A,(§,t) i
A,(&,t). Postupci za rjeSavanje ovakvog problema su slozeniji i bit ¢e prikazani kasnije.
Umjesto odredivanja parametra &, moze se prikazati osjetljivosti matrice mjerenja s obzirom na
veli¢inu prigusenja.

2.1  Primjer

Ulazni podaci su: krutost k = 5.0 kN/m, masa m = 0.3 t, prigusenje § = 0.1. Pretpostavit ¢emo
iste pocetne uvjete, koje inace zelimo odrediti (kao da ih ne znamo), x0 = 0.1 m, v0 = 0.2 m/s.



10. susret Hrvatskog drustva za mehaniku 5
09.1 10. srpnja 2020., Slavonski Brod

Ovim podacima dinamicki sistem potpuno je odreden i rjeSenje mozemo naci analiticki.
To ¢emo rjeSenje upotrijebiti da proizvedemo rezultate pomaka sistema u vremenskom
intervalu od 1 sekunde, u razmacima od po 0.1 sekunde; tako ¢emo simulirati mjerenje (bez
greske). Graficki prikaz vektora mjerenja je

0.14 ¥}0.16128440367

[3.45011040686¢-3 11 X
~g6477987421%-2 2.1208405515%

-0.15 _|-0.12871559633

X: 0.55 F6(X): -1.1932840¢-2 [ ENEZT Sketch

Slika 3. Graficki prikaz pomaka mase s prigusenjem u sustavu s 1 stupnjem slobode

Matrica mjerenja nacinjena je prema jednadzbi (8)

1E1=24[]

Function

Function Symbolic View
\V\

M2:=MAKEMAT|F6|—— |, 10,1
_ -KSI*WX 10,
B F200= siN(wD#X)*e 10

0.110638496932

W F3(X)= cos(wpsxje VK 0.102980394729
7.96689491046¢-2

F4(X)= F3(X)+KsB*F2(X) 4.56107961139€-2

| FS(X)=%%() 7.0240586978€- 3
-2.96459102095¢-2
V'l F6(X)= XO*F4(X)+VO*F5(X) -0.058761637719

Enter function

L Edit | v | x ] Jshowl Bal Jsor] | | [ 1
Slika 4. Prikaz zadavanja funkcije pomaka i izracun vektora “mjerenja” za sustav s prigusenjem
Ponovo je nacinjena matrica mjerenja H prema jednadzbi (3) i izracunat je njezin inverz

H¢dimenzije [2xm]. "Nepoznati" poetni uvjet je umnozak matrice H i vektora mjerenih
podataka y. Rezultat je tocan, rjeSenje je kao u jednadzbi (5)!

3 Diskusija

Prikazan je postupak rjesavanja inverznog dinamickog problema, uz upotrebu programabilnog
kalkulatora HP Prime (besplatna aplikacija za racunala) za sve numericke izracune.
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Vidljiva su odredena ogranicenja kalkulatora, na pr., nazivi funkcija pocinju velikim
slovom “F”, varijable imenovane velikim slovima i sl. Ta je ograni¢enja moguce zaobi¢i ali to
podrazumijeva nesto viSu razinu poznavanja rada i programiranja HP Prime kalkulatora [2].

4 Zakljucak

Izlozen je postupak rekonstrukcije nepoznatih pocetnih uvjeta jednostavnog dinamickog
problema. Glavna karakteristika predlozenog postupka je da pretpostavlja poznato rjeSenje
problema iz kojeg se onda formulira inverzni postupak za odredivanje parametara koji se mogu
mjeriti. Postupak odgovara rekonstrukciji nepoznatog stati€¢kog opterec¢enja na konstrukciju [4].

Daljnji rad ukljucuje analizu utjecaja greske i prikaz postupaka koji smanjuju utjecaj
greSke mjerenja na tocnost rezultata. Postupak se moze prosiriti za istovremeno odredivanje
pocetnih uvjeta i prigusenja.

Prosirivanje analize na sustave s viSe stupnjeva slobode, kod kojih nemamo rjesenje u
analitickom obliku, trazi primjenu numerickih inverznih metoda i predstavlja zaseban problem.
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