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Poglavlje 1

Uvod

U ovoj disertaciji prou£avat ¢emo verteks-algebre koje su pridruºene nekim vaºnim
beskona£no�dimenzionalnim Liejevim algebrama. Posebno ¢emo gledati verteks-algebru
W1+∞ i njenu podalgebru W∞.

Verteks-algebra W1+∞ je vaºna verteks algebra koju su intenzivno prou£avali mnogi
istraºiva£i iz podru£ja teorije reprezentacija Liejevih algebri, verteks-algebri i matemati£ke
�zike.

Ova verteks-algebra prirodno je pridruºena teoriji dvije vaºne beskona£no dimenzi-
onalne Liejeve algebre. Prva je Liejeva algebra D̂ dobivena kao centralno pro²irenje
Liejeve algebre diferencijalnih operatora na kruºnici. Druga je Liejeva algebra ĝl koja
je centralno pro²irenje Liejeve algebre beskona£nih matrica s kona£no mnogo ne-nul di-
jagonala. Sa stanovi²ta Liejevih algebri, vaºan napredak na£injen je u £lanku V. Kaca
i A. Radula ([25]), dok je teorija reprezentacija pridruºenih verteks-algebri i fermionske
realizacije inicirana u £lanku E. Frenkela, V. Kaca, A. Radula i W. Wanga. Bozonske
realizacije prou£avane su u £lancima V. Kaca, A. Radula ([26]); W. Wanga ([35]), D.
Adamovi¢a ([3]). Klasi�kacija ireducibilnih reprezentacija u slu£aju modula pozitivnog
cjelobrojnog centralnog naboja dobivena je u £lanku E. Frenkela, V. Kaca, A. Radula i
W. Wanga, ([19]); dok je u slu£aju negativnog centralnog naboja poznata samo u slu£aju
c = −1 i to na temelju £lanka W. Wanga ([36]).

Klasi�kacija ireducibilih modula nije poznata za ostale negativne centralne naboje. No
vaºan korak u strukturnoj teoriji ovih verteks-algebri napravljen je u £lanku A. Linshawa
([33]), gdje je odre�en minimalan skup generatora te algebre. Vaºno je napomenuti da
Linshaw koristi beskono£no�dimenzionalne analogone Weylovih teorema iz teorije inva-
rijanti. Daljnja generalizacija tih rezultata prezentirana je u £lancima T. Creutziga i A.
Linshawa ([13], [14]).

Treba spomenuti da je Wangov £lanak ([36]) vaºan i za verteks-algebre pridruºene
logaritamskim konformnim teorijama polja i generaliziran je u nekim smjerovima u £lan-
cima D. Adamovi¢a ([4]) i D. Adamovi¢, A. Milas ([5], [6]). Verteks-podalgebre od W1+∞
su tako�er vaºni primjeri verteks-algebri. Prou£avane su £lancima V. G. Kac; W. Wang,
C. H. Yan ([27]) ; V. Kac i A. Liberati ([28]).

U disertaciji prou£avamo univerzalne verteks-algebre W1+∞ i W∞ koje su realizirane
na reprezentacijama najve¢e teºine Liejeve algebre D̂. Primjenjujemo teoriju modula
najve¢e teºine i teoriju kvazi-kona£nih reprezentacija koje su razvijene u £lanku V. Kaca
i A. Radula ([25]). Taj £lanak tako�er sadrºi obja²njenje veze izme�u modula Liejeve
algebre ĝl i D̂. U £lanku je konstruiran vaºan homomor�zam Liejevih algebri pomo¢u
kojeg singularne vektore u kvazikona£nim modulima najve¢e teºine za ĝl moºemo tretirati
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kao singularne vektore u modulima najve¢e teºine za D̂. Navedeni su neki primjeri za
konstrukciju singularnih vektora na pozitivnim cjelobrojnim nabojima.

Stukturu verteks-algebre konstruirat ¢emo koriste¢i teoriju lokalnih polja za verteks-
algebre. Navedimo da je ova teorija precizno opisana u monogra�jama V. G. Kaca ([23]),
E. Frenkela i D. Ben Zvia ([20]) te J. Lepowskog i H. Lia ([29]). Poseban naglasak bit ¢e na
univerzalnim verteks-algebrama za W1+∞ i W∞, koje nisu proste, te sadrºe netrivijalne
ideale. Ideale u ovim verteks-algebrama konstruirat ¢emo pomo¢u singularnih vektora
za Liejeve algebre D̂ i ĝl. U slu£aju verteks-algebre W∞ za centralne naboje c ∈ Z,
male po apsolutnoj vrijednosti, singularne vektore konstruiramo eksplicitno u Poincaré�
Birkho��Wittovoj (PBW) bazi. Ovi ra£uni koriste sustave algebarskih jednadºbi i neka
programska rje²enja. Zatim prou£avamo kvocijente univerzalne verteks-algebre zaW∞ po
idealima generiranim singularnim vektorima. Odredit ¢emo minimalan skup generatora
tih kvocijenata. Za razliku od pristupa A. Linshawa, na²i dokazi u potpunosti koriste
teoriju singularnih vektora i relacije koje slijede iz tih singularnih vektora.

U nekim slu£ajevima, pokazujemo da se ti kvocijenti mogu identi�cirati s podalge-
brama a�nih verteks algebri realiziranim kao koset podalgebre (vidi Poglavlje 10). Prema
tome neke na²e verteks-algebre su zapravo parafermionske verteks-algebre £ija teorija
reprezentacija je vrlo zanimljiva. Strukturna teorija tih verteks-algebri pridruºenih inte-
grabilnim reprezentacijama a�nih verteks-algebri prou£avana je u £lancima T. Arakawa,
C. Donga, C. H. Lam, Q. Wang, H. Yamade ([17], [10]). Rezultati ove disertacije po-
kazuju da su te koset verteks-algebre pridruºene ne�integrabilnim reprezentacijama vrlo
zanimljive i povezane s algebrom W∞.

Treba napomenuti da se sli£na realizacija nekih koset podalgebri pridruºenih a�nim
verteks�algebrama negativnog nivoa javila u £lanku D. Adamovi¢, O. Per²e ([8]). Mi
planiramo pro²iriti ove rezultate u nekim smjerovima u £lanku ([1]).

Jedan od najvaºnijih rezultata u ovoj disertaciji predstavlja prou£avanje eksplicitne
fermionske realizacije verteks-algebre W∞. Ova realizacija daje smje²tenje proste verteks
algebre W∞ kao podalgebre verteks-superalgebre pridruºene simplekti£kim fermionima.
Simplekti£ki fermioni ¢e se promatrati pomo¢u teorije dualnih parova. Konstruiramo eks-
plicitno singularne vektore iz £ije egzistencije slijedi eksplicitna dekompoziciju Fockovog
prostora. Ovi rezultati iz disertacije predstavljaju generalizaciju rezultata i metoda iz
£lanka V. Kac, W. Wang, C. Yan, ([27]).

Slijedi kratak sadrºaj rada s prikazom osnovnih rezultata.
U drugom poglavlju navodimo standardne de�nicije i konstrukcije iz teorije verteks

algebri. Ponavljamo de�nicije verteks algebre i algebre verteks operatora te standardne
algebarske koncepte pridruºene tim dvjema strukturama: homomor�zam, izomor�zam,
podalgebru, podalgebru generiranu podskupom, ideal i sli£ne. U to£ki 2.2 navodimo
de�niciju modula za verteks algebru (odnosno za algebru verteks operatora). Tako�er
navodimo de�niciju operatora ispreplitanja i pravila fuzije, konstrukcije koja generalizira
pojam tenzorskog produkta modula.

U to£ki 2.4 navodimo Teorem o generiraju¢im poljima, standardan alat za konstrukciju
primjera verteks algebri. Nama ¢e trebati za konstrukciju verteks algebri W1+∞ i W∞
te verteks superalgebre F⊗l. Ideja je odrediti kada se skup slabih verteks operatora,
formalnih redova potencija oblika

a(x) =
∑
n∈Z

anx
−n−1

moºe interpretirati kao slika operatora Y ( . , x) za neku verteks algebru. Pokazuje se da je
(uz neke dodatne zahtjeve) dovoljan uvjet me�usobna lokalnost slabih verteks operatora,
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tj. da za svaka dva (dana) slaba verteks operatora a(x) i b(x) postoji k ∈ Z+ takav da

(x1 − x2)k[a(x1), b(x2)] = 0.

U to£ki 2.4 navodimo konstrukciju i osnovne rezultate o Zhuovoj algebri A(V ), asoci-
jativnoj algebri pridruºenoj verteks algebri V . Njen zna£aj proizlazi iz Zhuovog teorema
(Teorem 2.32) koji uspostavlja bijektivnu vezu klasa ekvivalencije ireducibilnih modula
za (asocijativnu algebru) A(V ) i klasa ekvivalencije ireducibilnih modula za (verteks�
algebru) V .

U Poglavlju 3 ponavljamo de�niciju Liejeve algebre diferencijalnih operatora na kruº-
nici D slijede¢i rezultate iz [25].

Promatramo graduirani vektorski prostor

D = SpanC{Jkm : m ∈ Z, k ∈ Z≥0},

pri £emu su Jkm = −tk+m∂kt (diferencijalni operatori na kruºnici u varijabli t), a teºine
zadane relacijama wt Jkm = m.

Uz komutator de�niran formulom

[Jkm, J
l
n] =

max(k,l)∑
i=1

((
l

i

)
[k +m]i −

(
k

i

)
[l + n]i

)
Jk+l−i
m+n ,

pri £emu je [x]i = x · (x− 1) · ... · (x− i+ 1) (silazni produkt ili silazna potencija), D ima
strukturu graduirane Liejeve algebre, gdje je wt Jkm = m.

Navodimo alternativnu bazu za D, {Lkm = −tm(t∂t)
k = −tmDk} u kojoj su elementi

po£etne baze zapisani Jkm = −tm[D]k a komutator zadovoljava relaciju

[tmf(D), tng(D)] = tm+n(f(D + n)g(D)− f(D)g(D +m)).

Jedinstveno centralno pro²irenje D̂ = D ⊕ CC Liejeve algebre D
de�nirano je pomo¢u 2-kociklusa

Ψ(trf(D), tsg(D)) =


−1∑
j=−r

f(j)g(j + r), r = −s ≥ 0

−Ψ(tsg(D), trf(D)), r = −s < 0
0, ina£e

Konstrukciju pratimo po £lanku [25], no valja re¢i da je ovaj 2-kociklus prvi put
de�niran u [24] a dokaz jedinstvenosti centralnog pro²irenja se moºe na¢i u [18] ili [31].

Zatim navodimo de�niciju Vermaovog modula i u Propoziciji 3.6 konstruiramo para-
boli£ku podalgebru od D̂:

P = SpanC{Jkm : m+ k ≥ 0},

P̂ = P ⊕ CC,
koja ce nam biti vaºna za teoriju verteks algebri.

Navodimo rezultate Kaca i Radula o klasi�kaciji kvazikonacnih modula iz [25]. Navo-
dimo de�niciju algebre ĝl i ponavljamo neke rezultate iz njene teorije reprezentacija. U
Teoremu 3.11 diskutiramo vezu izmedju D̂ i ĝl.
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Preslikavanje Φ0 : D̂ → ĝl de�nirano formulom

Φ0(tmf(D)) =
∑
j∈Z

f(−j)Ej−m,j, f ∈ C[x]

je homomor�zam Liejevih algebri. Φ0 se prirodno pro²iruje na homomor�zam

Φ : DO → ĝl,

pri £emu je
DO = SpanC{tmf(D)|f(x) ∈ O},

gdje je O skup holomorfnih funkcija. Φ je izomor�zam.

Homomor�zam Liejevih algebri D̂ i ĝl inducira strukturu D̂−modula na ĝl−modulima,
pa su ireducibilni ĝl-moduli ujedno i ireducibilni D̂-moduli. Pomo¢u Propozicije 3.15
imamo eksplicitan rezultat za singularne vektore u odre�enom ĝl modulu, pa koriste¢i
homomor�zam Φ i Propoziciju 3.14 na primjeru rekonstrukcije singularnih vektora za
D̂ iz singularnih vektora za ĝl ilustriramo vezu ireducibilnih modula za te dvije Liejeve
algebre.

U To£ki 3.4 kori²tenjem Teorema o generiraju¢im poljima (navedenog u drugom po-
glavlju) diskutiramo verteks-algebru MW1+∞

c .
Teorem 3.17 [19] (MW1+∞

c , Y,1, ω(β)), pri £emu je 1 = 1⊗v0, ω(β) = (J1
−2 +βJ0

−2)1,
je algebra verteks operatora. Pri tome je jako generirana poljima Jk(x), k ∈ Z≥0 uz

Y (·, x) : MW1+∞
c → (EndMW1+∞

c )[[x, x−1]]

Y (Jk−k−11, x) =
∑
m∈Z

Jkmx
−k−m−1 = Jk(x).

Potom eksplicitno odre�ujemo Zhuovu algebru A(M
W1+∞
1 ):

Teorem 3.19 A(MW1+∞
c ) je polinomijalna algebra u beskona£no varijabli, tj izomorfna

sa C[x0, x1, ..., xn, ...].

Za c = 1 nalazimo parametrizaciju od A(LW1+∞
c ).

U Poglavlju 4 de�niramo Liejevu algebru D̂(1) i pokazujemo da je potprostor

D̂(1) = SpanC{Jkm : m ∈ Z, k ∈ Z≥1} ⊕ CC

od D̂ Liejeva podalgebra od D̂(vidi Propoziciju 4.1).

Potom konstruiramo generalizirani Vermaov modul

MW∞
−2c = U(D̂(1))⊗U(D̂(1)

0 ⊕P̂(1))
Cv0,

za koji ponovo pomo¢u Teorema o generiraju¢im poljima vidimo da ima strukturu algebre
verteks operatora.
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Teorem 4.5 (MW∞
−2c , Y,1, J

1
−21) je algebra verteks operatora jako generirana poljima

Jk(x), k ∈ Z≥1 gdje je 1 = 1⊗ v0 i

Y (·, x) : MW∞
−2c → (EndMW∞

−2c )[[x, x−1]]

jedinstveno pro²irenje od

Y (Jk−k−11, x) =
∑
m∈Z

Jkmx
−k−m−1 = Jk(x).

Ako izostavimo uvjet jako�generiranosti, vidimo da je ova verteks�algebra zapravo
generirana samo s dva polja.

Propozicija 4.6 Verteks algebra MW∞
−2c je generirana poljima J1(x) i J2(x), odnosno

MW∞
−2c = 〈J1

−21, J
2
−31〉.

U Poglavlju 5 ra£unamo singularni vektor na nivou 4,
Teorem 5.1 MW∞

−2c na nivou 4 ima singularan vektor

vs = (J3
−4 − J2

−4 + J1
−4 − (J1

−2)2)1

i to samo za c = 1. Na nivoima 2 i 3 nema singularnih vektora.

De�nicijski uvjet D̂(1)
+ vs = 0 u sebi sadrºi beskona£no mnogo jednadºbi koje vs mora

ispunjavati, ali nam o£ita £injenica D̂(1)
(m)vs = 0, za m ≥ 3 i Lema 5.2 reduciraju taj

beskona£an sustav na kona£an sustav linearnih jednadºbi.
Lema 5.2 Neka je v ∈MD̂(1) takav da J2

0v = αv i Jkmv = 0 za neki α ∈ C, m ∈ Z {0},
k ∈ Z≥0. Tada je i Jk+1

m v = 0.

Pokazujemo da ideal generiran singularnim vektorom sadrºi i vektor

θ = (−22J1
−6 + 9J1

−2J
2
−4 − 2J1

−2J
1
−4 −

9

2
(J2
−3)2 − 9J1

−3J
2
−3 + 8(J1

−3)2 + 4(J1
−2)3)1,

Koji ¢e nam biti koristan u uspostavljanju veze sa W2,3 verteks algebrom.
Tako�er odre�ujemo minimalan skup generatora za L̄W∞−2 = MW∞

−2 /〈vs〉, ina£e poznat
rezultat ali ovdje pokazan direktno iz singularnog vektora.

Teorem 5.6 Kvocijentna verteks algebra L̄W∞−2 je jako generirana poljima J1(x) i
J2(x).

U Poglavlju 6 ukratko ponavljamo de�niciju W2,3 verteks algebre, te uspostavljamo
vezu izme�u W2,3 sa centralnim nabojem c = −2 i MW∞

−2 u Teoremima 6.4 i 6.6.
Pokazujemo da je preslikavanje Φ :W2,3 → L̄W∞−2 de�nirano sa

L(n) 7→ J1
n, W (n) 7→

√
2

3
(J2
n +

n+ 2

2
J1
n),
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odnosno

L(z) 7→ J1(z), W (z) 7→
√

2

3
(J2(z)− 1

2
DJ1(z))

je homomor�zam verteks algebri.
L̄W2,3 =W2,3/〈vs, v′s〉 je izomorfna sa L̄W∞−2 .

U Poglavlju 7, preciznije Teoremu 7.1 opisujemo singularne vektore do nivoa 10. Za
te rezultate koristimo Lemu 5.2 i neka programska rje²enja, budu¢i da broj nepoznanica
na sve ve¢im nivoima jako brzo raste (na nivou 10 imamo 88 monoma u PBW bazi).

Zatim iz singularnih vektora na nivou 6, odnosno za centralne naboje c = 2, c = −4,
analogno Teoremu 5.6, odre�ujemo minimalan skup generatora verteks algebre L̄W∞−2c :

Teorem 7.2 L̄W∞−2c = MW∞
−2c /〈vs〉 je jako generirana poljima J1(z), J2(z), J3(z) i J4(z),

za c ∈ {−1, 2}.

U Poglavlju 8 opisujemo primarne vektore. To poglavlje je posebno zna£ajno za vezu
s parafermionskim verteks algebrama i Poglavljem 10.

Poglavlje 9 je centralni dio disertacije. Ponavljamo rezultate iz [19], [26] o konstruk-
cijama verteks algebri W1+∞ pomo¢u fermionskih polja i Cli�ordove algebre. Cilj nam je
pro²iriti ove rezultate za verteks algebru W∞. Ideja je pomo¢u principa dualnih parova
dekomponirati pogodan ekvivarijantan modul na izotipske komponente.

U To£ki 9.2. ponavljamo rezultate o kona£nodimenzionalnim reprezentacijama Liejeve
grupe GL(l,C) i Liejeve algebre gl(l). U To£ki 9.3. ponavljamo rezultate o dekompoziciji
verteks superalgebre F⊗l iz [37]. Sama dekompozicija dobije se primjenom Teorema 9.1
na dualni par (gl(l), ĝl) za vektorski prostor F⊗l. Potom se pomo¢u homomor�zma Φ :

D̂ → ĝl pokazuje da je ireducibilna komponenta za trivijalnu teºinu upravo L̄W1+∞
c .

U To£ki 9.5 navodimo de�niciju simplekti£kog fermiona kao verteks superalgebre F̄⊗l
i ponavljamo rezultat Abea o grupi automor�zama simplekti£kih fermiona.

Teorem 9.8 [2] Grupa automor�zama AutF⊗l je izomorfna simplekti£koj grupi
Sp(2l,C), koja prirodno djeluje na simplekti£ki prostor razapet sa {bi(−1)|0〉, ci(−1)|0〉},
odnosno

Aut(F̄⊗l) ' Sp(2l,C).

Budu¢i da je GL(l,C) podgrupa od grupe automor�zama, to moºemo promatrati
djelovanje GL(l,C) na simplekti£kim fermionima.

Teorem 9.15

(F̄⊗l)GL(l,C) ' LW∞−2c .

Koriste¢i rezultat o generatorima asocijativne algebre AGL(l,C) mi dokazujemo da je
(F̄⊗l)GL(l,C) ireducibilan modul za ĝlo, ²to nam primjenom izomor�zma Φ̄ daje da je
ireducibilan modul za W∞.

U Teoremu 9.18 dajemo potpunu dekompoziciju simplekti£kih fermiona kao W∞-
modula:
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Za teºinu λ ∈ Σ parametriziranu cjelobrojnim l-torkama (m1, . . . ,ml) takvim da

m1 ≥ m2 ≥ . . .mi0 > mi0+1 = 0 = . . .mj0−1 > mj0 ≥ . . .ml

singularni vektor je dan formulom

vλ = Ξ̃+,m1

1 . . . Ξ̃
+,mi0
i0

Ξ̃
−,−mj0
j0

. . . Ξ̃−,−ml

l |0〉.

Teºine za ĝlo su dane relacijom
Ẽi,ivλ = −|i|kivλ,

gdje je ki broj mp−ova ve¢ih ili jednakih i, za i > 0, odnosno broj mp−ova manjih ili
jednakih i, za i < 0. Tada vrijedi i dekompozicija

F⊗l =
⊕
λ∈Σ

L(λ,GL(l,C))⊗ L(Λo(λ), ĝlo, l),

gdje je L(λ,GL(l,C)) ireducibilan GL(l,C)−modul najmanje teºine λ a L(Λo(λ), ĝlo, l)

ireducibilan ĝlo-modul najve¢e teºine Λo(λ).

Ovi na²i rezultati mogu se shvatiti kao eksplicitna realizacija prostih verteks algebri
W∞ i u budu¢em radu planiramo prou£avati kombinatorne posljedice tih rezultata.

Kona£no, u poglavlju 10 u Teoremu 10.3 uspostavljamo vezu s parafermionskim alge-
brama. Dokazujemo egzistenciju izomor�zma:

K(sl2,−1) ∼= LW∞−4 ,

gdje K(sl2, k) ozna£ava parafermionsku verteks�algebru nivoa k. Ovaj rezultat pokazuje
da se parafermionska verteks algebra moºe u slu£aju k = −1 shvatiti kao verteks algebra
pridruºena Liejevoj algebri D̂(1).

7



Poglavlje 2

Verteks algebre i algebre verteks
operatora

U ovom poglavlju de�niramo osnovne strukture, verteks algebru i algebru verteks ope-
ratora. Zatim de�niramo standardne algebarske koncepte (homomor�zam, izomor�zam,
podalgebru, podalgebru generiranu podskupom, ideal, kvocijentnu strukturu) u kontekstu
verteks algebri i algebri verteks operatora. Uglavnom pratimo izlaganje iz [29], no korisna
referenca su i monogra�je [20] i [23].

2.1 Formalni ra£un

Neka su x, x0, x1,... me�usobno komutiraju¢e formalne varijable. Za vektorski prostor
V de�niramo

V {x} = {
∑
n∈C

vnx
n| vn ∈ V }, V [[x, x−1]] = {

∑
n∈Z

vnx
n| vn ∈ V },

V [x] = {
∑
n∈N

vnx
n| vn ∈ V, vn = 0 za dovoljno velik n}

V [x, x−1] = {
∑
n∈Z

vnx
n| vn ∈ V, vn = 0 osim za kona£no mnogo n}

V [[x]] = {
∑
n∈N

vnx
n| vn ∈ V }

V ((x)) = {
∑
n∈Z

vnx
n| vn ∈ V, postoji N ∈ Z takav da vn = 0 za sve n ≤ N}.

Za f(x) =
∑

n∈Z vnx
n ∈ V [[x]], de�niramo formalnu derivaciju s

d

dx
f(x) =

∑
n∈Z

nvnx
n−1,

te formalni reziduum
Resxf(x) = v−1 ∈ End V.

Formalna δ−funkcija je formalni red

δ(x) =
∑
n∈Z

xn ∈ C[[x, x−1]].
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Propozicija 2.1. [29], Proposition 2.3.6 Za prirodan broj n vrijedi(
∂

∂x2

)n
x−1

2 δ

(
x1

x2

)
= (−1)n

(
∂

∂x1

)n
x−1

2 δ

(
x1

x2

)
Propozicija 2.2. [29], Proposition 2.3.7 Za prirodne brojeve m i n vrijedi

(x1 − x2)m
(

∂

∂x1

)n
x−1

2 δ

(
x1

x2

)
=

{
(−1)mn!
(n−m)!

(
∂
∂x1

)n−m
x−1

2 δ
(
x1
x2

)
, m ≤ n

0, m > n

De�nicija 2.3. Verteks algebra je ure�ena trojka (V, Y,1), gdje je V vektorski prostor,
1 ∈ V istaknuti vektor (vakuum vektor) i linearno preslikavanje iz V u prostor Laurentovih
formalnih redova

Y ( . , x) : V → (End V )[[x, x−1]]

a 7→ Y (a, x) =
∑
n∈Z

anx
−n−1

tako da su sljede¢i uvjeti ispunjeni

1. Za sve a, b ∈ V postoji n0 ∈ Z takav da anb = 0 za n > n0.

2. (svojstvo kreacije) Za a ∈ V vrijedi limx→0 Y (a, x)1 = a. Drugim rije£ima, £lanovi
od Y (a, x)1 pridruºeni negativnim potencijama su 0 i slobodni koe�cijent a−11 je
a. Svojstvo kreacije ima za posljedicu injektivnu korespodenciju izme�u skupa stanja
(vektorskog prostora V ) i ImY ⊂ (End V )[[x, x−1]].

3. (svojstvo vakuuma) Y (1, x) = IdV , identiteta na V .

4. (svojstvo derivacije) Postoji preslikavanje D ∈ End V takvo da vrijedi D1 = 0,
[D, Y (a, x)] = d

dxx
Y (a, x) = Y (Da, x), za sve a ∈ V . Iz ovog uvjeta direktno slijedi

Da = a−21.

5. (lokalnost ili slaba komutativnost)

Za svaka dva a, b ∈ V postoji N ∈ Z+ takav da

(x1 − x2)N [Y (a, x1), Y (b, x2)] = 0.

Propozicija 2.4. ([29], Theorem 3.5.1) U verteks algebri (V, Y,1) vrijedi Jacobijev
identitet,

x−1
0 δ

(
x1 − x2

x0

)
Y (u, x1)Y (v, x2)− x−1

0 δ

(
x2 − x1

−x0

)
Y (v, x2)Y (u, x1)

= x−1
2 δ

(
x1 − x0

x2

)
Y (Y (u, x0)v, x2),

pri £emu je δ(x) =
∑

n∈Z x
n delta funkcija.

Zna£aj Jacobijeva identiteta je vi²estruk. Kao aksiom, moºe zamijeniti svojstvo deri-
vacije i lokalnost u de�niciji verteks algebre (detaljno razmatranje o me�usobno ekviva-
lentnim karakterizacijama verteks algebre nalazi se u [29]).
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S druge strane, u Jacobijevom identitetu je zapisan beskona£an skup operatorskih
identiteta u End V . Usporedba koe�cijenata uz monom

x−l−1
0 x−m−1

1 x−n−1
2

daje Borcherdsovu relaciju iz [12]∑
i≥0

(−1)i
(
l

i

)
(um+l−ivn+i − (−1)lvn+l−ium+i) =

∑
i≥0

(
m

i

)
(ul+iv)m+n−i.

�esto se postavljaju dodatni zahtjevi, vezani za graduaciju.

De�nicija 2.5. Za graduirani vektorski prostor V =
⊔
n∈Z V(n) kaºemo da je

1. kvazikona£an ako dimV(n) <∞, za sve n ∈ Z,

2. restringiran ako postoji indeks n0 < 0 takav da V(n) = 0, za sve n < n0.

De�nicija 2.6. [29], Def 3.1.22. Algebra verteks operatora je ure�ena £etvorka (V, Y,1, ω)
pri £emu je (V, Y,1) verteks algebra, V =

⊔
n∈Z V(n) graduiran kvazikona£an i restringiran

vektorski prostor, te postoji istaknuti vektor ω ∈ V(2) takav da

(1)
Y (ω, x) =

∑
n∈Z

ωnx
−n−1 =

∑
n∈Z

L(n)x−n−2

pri £emu operatori L(n) £ine bazu Virasorove algebre, tj zadovoljavju relaciju

[L(m), L(n)] = (m− n)Lm+n + δm,−n
m3 −m

12
cV ,

pri £emu cV ∈ C zovemo centralni naboj ili rang od V .

(2) L(−1) = D, odnosno L(−1)v = v−21 za v ∈ V ,

(3) L(0)|V(n)
= n IdV(n)

, odnosno L(0) djeluje poluprosto na V . Za a ∈ V(n) pi²emo
wt a = n.

U literaturi je poznata sljede¢a karakterizacija algebre verteks operatora u kojoj se
se vidi da beskona£an skup relacija za [L(m), L(n)] moºemo zamjeniti sa kona£no mnogo
netrivijalnih relacija. Kod W2,3-verteks algebri ¢emo generalizirati taj princip.

Propozicija 2.7. Ure�ena £etvorka (V, Y,1, ω) je algebra verteks operatora ako i samo ako
je (V, Y,1) verteks algebra, V =

⊔
n∈Z V(n) graduiran kvazikona£an i restringiran vektorski

prostor te postoji istaknuti vektor ω ∈ V(2) takav da

ω0ω = Dω,

ω1ω = 2ω,

ω2ω = 0,

ω3ω =
1

2
cV 1,

ωnω = 0, n ≥ 4.
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Dokaz. Iz komutacijskih relacija za Virasorovu algebru se lako vidi da algebra verteks
operatora mora zadovoljavati ove relacije. Pretpostavimo da imamo verteks algebru koja
ispunjava uvjete propozicije. Uvr²tavanjem u Borcherdsovu relaciju u = v = ω, l = 0,
m↔ m+ 1, n↔ n+ 1 dobije se

[L(m), L(n)] = [ωm+1, ωn+1] =
∑
i≥0

(
m+ 1

i

)
(ωiω)m+n+2−i =

(ω0ω)m+n+2 + (m+ 1)(ω1ω)m+n+1 +

(
m+ 1

3

)
(ω3ω)m+n−1 =

(Dω)m+n+2 + 2(m+ 1)(ω)m+n+1 +
(m3 −m)cV

6
(1)m+n−1 =

−(m+ n+ 2)ωm+n+1 + 2(m+ 1)ωm+n+1 +
(m3 −m)cV

6
δm,−n =

(m− n)L(m+ n) +
(m3 −m)cV

6
δm,−n

De�nicija 2.8. Neka su (V1, Y1,1) i (V2, Y2,1) verteks algebre. Homomor�zam verteks
algebri je linearno preslikavanje f : V1 → V2 takvo da

f(Y1(u, x)v) = Y2(f(u), x)f(v) ∀u, v ∈ V1

odnosno
f(unv) = f(u)nf(v), ∀u, v ∈ V1 , n ∈ Z,

te
f(1) = 1.

Homomor�zam algebri verteks operatora (V1, Y1,1, ω
1) i (V2, Y2,1, ω

2) je homomor�zam
verteks algebri f : V1 → V2 uz dodatni zahtjev na konformne vektore

f(ω1) = ω2 odnosno fL1(n) = L2(n)f.

Zbog fL1(0) = L2(0)f vidimo da f £uva graduaciju, a zbog Li(2)Li(−2) = 1
2
cV i1 za

i = 1, 2 vidimo da centralni naboji moraju biti jednaki.

De�nicija 2.9. Podalgebra verteks algebre (V, Y,1) je vektorski potprostor U od V takav
da 1 ∈ U i da je (U, Y,1) verteks algebra.

Drugim rije£ima, U mora sadrºavati vakuum vektor i biti zatvoren na operaciju u
verteks algebri, odnosno Y (u, x)v ∈ U((x)) za u, v ∈ U , tj. unv ∈ U za u, v ∈ U . Analogan
koncept za algebre verteks operatora mora voditi ra£una i o konformnom vektoru.

De�nicija 2.10. Neka je (V, Y,1, ω) algebra verteks operatora. Podalgebra verteks ope-
ratora od V je vektorski potprostor U takav da 1, ω ∈ U i (U, Y,1, ω) je algebra verteks
operatora.

Ekvivalentno, podalgebra verteks operatora je verteks podalgebra koja sadrºi (isti)
konformni vektor ω.

Potreban nam je i koncept algebarske podstrukture generirane podskupom (kao na-
primjer podgrupa, podalgebra asocijativne ili Liejeve algebre).
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De�nicija 2.11. Neka je S ⊂ V . Verteks podalgebra generirana skupom S (oznaka 〈S〉)
je najmanja verteks podalgebra od V koja sadrºi V . Drugim rije£ima 〈S〉 je presjek svih
verteks podalgebri od V koje sadrºe S.

Naprimjer, za prazan skup, 〈∅〉 = C1.

Propozicija 2.12. Za podskup S verteks algebre V vrijedi

〈S〉 = span{u(1)
n1
...u(r)

nr
1 | r ∈ N, u(1), ..., u(r) ∈ S, n1, ..., nr ∈ Z}.

De�nicija 2.13. Neka je S skup generatora verteks algebre V . Ako vrijedi

V = span{u(1)
n1
...u(r)

nr
1 | r ∈ N, u(1), ..., u(r) ∈ S, n1, ..., nr ∈ Z<0},

kaºemo da je V jako generirana skupom S.

Analogno se de�nira podalgebra algebre verteks operatora generirana skupom S kao
najmanja podalgebra verteks operatora koja sadrºi S. Lako se vidi da je to upravo verteks
podalgebra 〈S ∪ {ω}〉.

Ideal je koncept poznat iz teorije asocijativnih algebri i Liejevih algebri, potreban za
prou£avanje kvocijentnih struktura. Ima ga smisla de�nirati u kontekstu verteks algebri.

De�nicija 2.14. Ideal u verteks algebri V je potprostor I takav da za sve v ∈ V , w ∈ I

Y (v, x)w ∈ I((x)), Y (w, x)v ∈ I((x)),

odnosno vnw, wnv ∈ I za v ∈ V , w ∈ I.

O£ito su V i 0 ideali u V . Ako su V 6= 0 jedina dva ideala u V kaºemo da je verteks
algebra V prosta. Pokazuje se da je svaki ideal u verteks�algebri V i dvostrani ideal.

Tako�er, uo£imo da ukoliko je V algebra verteks operatora, vrijedi D = L(−1) = ω0

i L(−1)v = v−21, iz £ega slijedi uvjet DI ⊂ I. Dakle u algebri verteks operatora svaki
lijevi ideal je i (obostrani) ideal.

Sad moºemo de�nirati kvocijentnu strukturu.

Propozicija 2.15. [21] Neka je I ideal u verteks algebri V . Tada je (V/I, YV/I ,1 + I)
verteks algebra, uz

(u+ I)n(v + I) = unv + I,

za u, v ∈ V , n ∈ Z. Dobivenu strukturu nazivamo kvocijentna verteks algebra.

2.2 Moduli za verteks-algebre i operatori ispreplitanja

U ovoj to£ki ponavljamo de�niciju modula za verteks algebru (odnosno algebru ver-
teks operatora) te de�niciju operatora ispreplitanja. Kod klasi£nih algebarskih struktura
(naprimjer Liejevih algebri ili asocijativnih algebri), modul za strukturu i reprezentacija
te strukture su ekvivalentni koncepti. Kod verteks algebri je ta veza suptilnija. Naime
reprezentacija verteks algebre je znatno sloºeniji koncept od reprezentacije neke klasi£ne
strukture. Za detaljniju ekspoziciju pogledati u monogra�ji [29].
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De�nicija 2.16. Neka je V = (V, Y,1) verteks algebra. V -modulom nazivamo ure�eni
par (W,YW ), pri £emu je W vektorski prostor sa linearnim preslikavanjem

YW (· , x) : V → (End W )[[x, x−1]]

v 7→ YW (v, x) =
∑
n∈Z

vnx
−n−1,

takvim da za sve u, v ∈ V i w ∈ W

unw = 0 za dovoljno velikin,

ili, ekvivalentno
YW (u, x)w ∈ W ((x));

YW (1, x) = IdW ;

x−1
0 δ

(
x1 − x2

x0

)
YW (u, x1)YW (v, x2)− x−1

0 δ

(
x2 − x1

−x0

)
YW (v, x2)YW (u, x1)

= x−1
2 δ

(
x1 − x0

x2

)
YW (Y (u, x0)v, x2)

(Jacobijev identitet).

Vidimo da su aksiomi modula za verteks algebru analogni odgovaraju¢im aksiomima
verteks algebre. Jedini koji nema pandana je aksiom kreacije, logi£no jer je YW (v, x)1 ∈ W
a v ∈ V .

Verteks algebra V je o£ito V -modul i naziva se adjungirani modul, kao u teoriji Liejevih
algebri.

Svojstvo derivacije vrijedi ali uz ograni£enja. Naime, vrijedi formula

YW (Dv, x) =
d

dx
YW (v, x), v ∈ V,

ali problem je u izrazu [D, Y (v, x)]. Naime, D ∈ End V je kanonski de�niran sa Dv =
v−21, ali nije jasno ²to bi bio D ∈ EndW .

De�nicija 2.17. V -modul (W,YW , d) je ure�ena trojka takva da je (W,YW ) V -modul,
d ∈ EndW endomor�zam takav da za v ∈ V

[d, YW (v, x)] = YW (Dv, x) =
d

dx
YW (v, x).

Ako je V algebra verteks operatora i (W,YW ) modul za verteks algebru V , lako se vidi
da ba² L(−1) = LW (−1) ispunjava ulogu derivacije na W .

De�nicija 2.18. Vektorski prostor W je modul za algebru verteks operatora V ako je
modul za verteks algebru (V, Y,1) i ako vrijedi

W =
⊔
h∈C

W(h),

pri £emu su W(h) = {w ∈ W |L(0)w = hw} teºinski potprostori, uz uvjete da su W(h)

kona£no dimenzionalni, te da postoji M ∈ R takav da W(h) = 0 za Reh < M .
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Prirodno se de�nira pojam homomor�zma modula verteks algebre i modula za algebru
verteks operatora.

De�nicija 2.19. Neka su (W1, Y1) i (W2, Y2) moduli za verteks algebru V . Homomor�zam
V -modula je linearno preslikavanje ψ : W1 → W2 takvo da

ψ(Y1(v, x)w) = Y2(v, x)ψ(w) za v ∈ V, w ∈ W1

ili, zapisano u terminima komponenti

ψ(v(1)
n w) = v(2)

n ψ(w) za v ∈ V, w ∈ W1, n ∈ Z.

Prostor V -homomor�zama iz W1 u W2 ozna£avamo sa HomV (W1,W2).

Ako je V algebra verteks operatora i (W1, Y1) i (W2, Y2) V−moduli, V -homomor�zam
ψ je kompatibilan s graduacijama:

ψ((W1)(h)) ⊂ (W2)(h).

Izomor�zam, endomor�zam i automor�zam se de�niraju na standardan na£in. Algebra
endomor�zama V -modula W se ozna£ava EndV (W ).

De�nicija 2.20. Neka je W V -modul i neka je U potprostor od W . U je podmodul od
W ako je (U, Y|U) V -modul.

Neka je T podskup od W . Najmanji podmodul koji sadrºi T nazivamo podmodul
generiran skupom T i ozna£avamo 〈T 〉.

Vrijedi analogon karakterizacije verteks podalgebre generirane skupom.

Propozicija 2.21. Neka je W V -modul i T ⊂ W . Tada

(1)
〈T 〉 = SpanC{v(1)

n1
. . . v(r)

nr
w| r ∈ N, v(1), ..., v(r) ∈ V, n1, ..., nr ∈ Z, w ∈ T},

(2)
〈T 〉 = SpanC{vnw| v ∈ V,w ∈ T, n ∈ Z}.

Drugi dio propozicije ustvari kaºe da se kompozicija verteks operatora u podmodulu
moºe zapisati kao linearna kombinacija verteks operatora iz tog podmodula.

Koncept operatora ispreplitanja i pravila fuzije je generalizacija pojma tenzorskog
produkta modula ([21], [30]).

De�nicija 2.22. Neka suM1,M2,M3 tri V -modula. Operator ispreplitanja tipa
(

M3

M1,M2

)
je linearno preslikavanje

I(·, x) : M1 → (Hom(M2,M3)){x},

u 7→ I(u, x) =
∑
α∈C

uαx
−α−1

koji ispunjava sljede¢e uvjete

(i1) Za svaki u ∈M1, v ∈M2, α ∈ C, uα+nv = 0 za n ∈ Z dovoljno velik.

(i2) I(L(−1)u, x)v = d
dx
I(u, x)v za u ∈M1, v ∈M2.

14



(i3) Za a ∈ V ,u ∈M1, v ∈M2 vrijedi Jacobijev identitet

x−1
0 δ

(
x1 − x2

x0

)
Y (a, x1)I(u, x2)v − x−1

0 δ

(
x2 − x1

−x0

)
I(u, x2)Y (a, x1)v

= x−1
2 δ

(
x1 − x0

x2

)
I(Y (a, x0)u, x2)v

.

Ozna£imo sa I
(

M3

M1,M2

)
vektorski prostor svih operatora ispreplitanja tipa

(
M3

M1,M2

)
. Di-

menzija tog vektorskog prostora naziva se pravilo fuzije za taj tip.

2.3 Konstrukcija verteks-algebri

U ovom poglavlju izlaºemo de�nicije i rezultate potrebne za Teorem o generiraju¢im
poljima. Taj teorem je vaºan alat u konstrukciji primjera verteks algebri. Ideja konstruk-
cije je da se za odre�ene formalne redove potencija, slabe verteks operatore

a(x) =
∑
n∈Z

anx
−n−1,

odrede dovoljni uvjeti da bi oni generirali neku verteks algebru, odnosno algebru verteks
operatora. Pratimo izlaganje iz [29].

De�nicija 2.23. Neka je W vektorski prostor. Slabi verteks operator na W je formalni
red potencija

a(x) =
∑
n∈Z

anx
−n−1 ∈ Hom(W,W ((x))).

Prostor Hom(W,W ((x))) slabih verteks operatora ozna£avamo sa E(W ).
Neka je d ∈ EndV . Slabi verteks operator na paru (W,d) je slabi verteks operator na

W takav da
[d, a(x)] = a′(x) =

d

dx
a(x)

Prostor slabih verteks operatora na paru (W,d) ozna£avamo sa E(W,d).

Preslikavanje de�nirano formulom

a(x)nb(x) = Resx1((x1 − x)na(x1)b(x)− (−x+ x1)nb(x)a(x1))

ima za rezultat slabi verteks operator ([29]) pa moºemo de�nirati preslikavanje

YE(·, x0)→ (End E(W )[[x0, x
−1
0 ]]

a(x) 7→ YE(a(x), x0) =
∑
n∈Z

a(x)nx
−n−1
0

Problem nastaje jer ne mora vrijediti

YE(a(x), x0) ∈ Hom (E(W ), E(W ))((x0)),

pa ni Jacobijev identitet nije de�niran.
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De�nicija 2.24. Slabi verteks operatori a(x) i b(x) na W su me�usobno lokalni ako
postoji k ∈ N0 takav da

(x1 − x2)k[a(x1), b(x2)] = 0.

Slabi verteks operator koji je me�usobno lokalan sam sa sobom nazivamo verteks operator.

Teorem 2.25. ([29], Theorem 5.5.18.) Neka je S ⊂ E(W ) skup me�usobno lokalnih
verteks operatora na W . Tada se S moºe uloºiti u verteks podalgebru od E(W ), odnosno
slaba verteks podalgebra 〈S〉 generirana sa S je verteks algebra kojoj je W vjeran modul.
Vrijedi

〈S〉 = SpanC{a(1)(x)n1 ...a
(r)(x)nr1|a(i)(x) ∈ S, ni ∈ Z, i = 1, ...r, r ≥ 0}

Teorem 2.26. ([29], Theorem 5.7.1.) Neka je V vektorski prostor sa istaknutim vek-
torom 1 i linearnim operatorom d takvim da d1 = 0. Neka je dan T ⊂ V i preslikavanje

Y0 : T → Hom(V, V ((x)))

a 7→ Y0(a, x) =
∑
n∈Z

anx
−n−1

takvo da vrijedi Y0(a, x)1 ∈ V [[x]] i a−11 = a,

[d, Y0(a, x)] =
d

dx
Y0(a, x);

za a, b ∈ T postoji prirodan broj k takav da

(x1 − x2)k[Y0(a, x1), Y0(b, x2)] = 0;

i v je linearno generiran vektorima

a(1)
n1
...a(r)

nr
1,

za r ≥ 0, a(i) ∈ T , ni ∈ Z.
Tada se Y0 moºe na jednistven na£in pro²iriti do linearnog preslikavanja

Y (·, x) : V → Hom(V, V ((x)))

takvog da je (V, Y,1) verteks algebra. Y je zadan relacijom

Y ((1)
n1
...a(r)

nr
1, x) = a(1)(x)n1 ...a

(r)(x)nr1V

pri £emu za a ∈ T , a(x) = Y0(a, x). Operator d na V zadovoljava aksiom derivacije. Uz
oznaku

T (x) = {a(x)|a ∈ T}

izomor�zam verteks algebri ψ : 〈T (x)〉 → V dan je formulom

α(x) 7→ Resxx
−1α(x)1.
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Teorem 2.27. ([29] Theorem 5.7.4) U uvjetima prethodnog teorema, neka je V res-
tringiran modul za Virasorovu algebru centralnog naboja l tako da vrijedi L(−1) = d i
L(−2)1 ∈ T , tako da koe�cijenti od Y0(L(−2)1, x) odgovaraju danoj reprezentaciji Vira-
sorove algebre na V :

Y0(L(−2)1, x) = LV (x) =
∑
n∈Z

L(n)x−n−2.

Pretpostavimo da za svaki a ∈ T postoji m ∈ Z takav da

[L(0), a(x)] = ma(x) + xa′(x),

odnosno
[L(0), an] = (m− n− 1)an, zan ∈ Z.

Tada se Y0 moºe pro²iriti na jedinstven na£in do linearnog preslikavanja Y sa V u
Hom(V, V ((x))), tako da (V, Y,1, L(−2)1) ima strukturu algebre verteks operatora (bez
zahtjeva na graduaciju).

2.4 Zhuova algebra

Ponavljamo konstrukciju Y. Zhua, koji je u svojoj disertaciji [39] pokazao da kvocijent
verteks algebre V po odre�enom idealu O(V ), uz pogodno de�niran produkt, ima struk-
turu asocijativne algebre. Zna£aj te algebre proizlazi iz Teorema 2.31 i 2.32 koji problem
klasi�kacije ireducibilnih modula za verteks algebru transformira u problem klasi�kacije
ireducibilnih modula za asocijativnu algebru.

De�nicija 2.28. Neka je V algebra verteks operatora. De�niramo bilinearna preslikava-
nja

∗ : V × V → V

◦ : V × V → V.

Za homogeni a ∈ V i b ∈ V stavimo

a ◦ b = Resx
(1 + x)wta

x2
Y (a, x)b =

∑
i≥0

(
wta

i

)
ai−2b

a ∗ b = Resx
(1 + x)wta

x
Y (a, x)b =

∑
i≥0

(
wta

i

)
ai−1b

i pro²irimo na V × V → V po linearnosti. Ozna£imo s O(V ) linearnu ljusku elemenata
oblika a◦b, a s A(V ) kvocjentni prostor V/O(V ). Za a ∈ V projekciju u A(V ) ozna£avamo
s [a].

Teorem 2.29. [39] (A(V ), ∗) je asocijativna algebra.

Propozicija 2.30. [21] Neka je J ideal od V takav da 1 /∈ J , ω /∈ J . Tada je asocijativna
algebra A(V/J) izomorfna algebri A(V )/A(J), pri £emu je A(J) slika od J u A(V ).

Za homogeni a ∈ V de�niramo o(a) = awta−1 i pro²irimo na V po linearnosti.
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Teorem 2.31. [39] (a) Neka je M = ⊕∞n=0M(n) Z+-graduirani slabi V -modul. Tada je
M(0) A(V )-modul s djelovanjem

[a].v = o(a)v,

za sve a ∈ V i v ∈M(0).
(b) Neka je U A(V )-modul. Tada postoji Z+-graduirani slabi V -modul M takav da su
A(V )-moduli M(0) i U izomorfni.

Teorem 2.32. [39] Postoji bijektivna korespondencija izme�u klasa ekvivalencije iredu-
cibilnih A(V )-modula i klasa ekvivalencije ireducibilnih Z+-graduiranih slabih V -modula.

Navodimo i rezultat Abea o generatorima Zhuove algebre.

Propozicija 2.33. ([2] Proposition 2.5.) Neka je V algebra verteks operatora i S
skup koji jako generira V . Tada je A(V ) kao asocijativna algebra generirana skupom
{[a]| a ∈ S}.

Ove rezultate ¢emo koristiti pri odre�ivanju Zhuove algebre A(MW1+∞
c ) i potom za

odre�ivanje parametrizacije za A(L̄
W1+∞
1 ).
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Poglavlje 3

Verteks algebra W1+∞

U ovom poglavlju prvo ponavljamo konstrukciju verteks algebre W1+∞ iz [19] koja
nam je potrebna u nastavku radnje. Uz to i dajemo nove dokaze o strukturi Zhuove
algebre i precizan izvod nekih formula za singularne vektore iz [25].

Prvo navodimo de�nicije Liejevih algebri D̂ i ĝl i njihove generalizirane Vermaove
module. Navodimo de�niciju homomor�zam

Φ0 : D̂ → ĝl

koji na ĝl−modulima inducira strukturu D̂−modula. Φ0 se pro²iruje analiti£ki do izo-
mor�zma

Φ : D̂O → ĝl,

gdje je D̂O analiti£ko pro²irenje od D̂. Ova konstrukcija je izuzetno vaºna jer se iz nje
moºe dokazati da su ireducibilni kvazikona£ni ĝl-moduli ujedno i ireducibilni kvazikona£ni
D̂−moduli.

Za ilustraciju, na primjeru poznatih formula singularnih vektora za ĝl rekonstruiramo
singularne vektore za D̂ za male centralne naboje. Zatim de�niramo skup slabih verteks
operatora za koje se vidi da su me�usobno lokalni, tj. da ispunjavaju uvjete Teorema o
generiraju¢im poljima. Time generalizirani Vermaov modul za D̂ dobiva strukturu ver-
teks algebre. Naposljetku razmatramo neke primjere Zhuovih algebri pridruºenih W1+∞
verteks algebrama.

3.1 Liejeva algebra D̂
De�nicija 3.1. De�niramo graduirani vektorski prostor

D = SpanC{Jkm : m ∈ Z, k ∈ Z≥0},

pri £emu su Jkm = −tk+m∂kt (diferencijalni operatori na kruºnici u varijabli t), a teºine
zadane relacijama wt Jkm = m.

Propozicija 3.2. Uz komutator de�niran formulom

[Jkm, J
l
n] =

max(k,l)∑
i=1

((
l

i

)
[k +m]i −

(
k

i

)
[l + n]i

)
Jk+l−i
m+n ,

pri £emu je [x]i = x · (x− 1) · ... · (x− i+ 1) (silazni produkt ili silazna potencija), D ima
strukturu graduirane Liejeve algebre, gdje je wt Jkm = m.
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Radi urednijeg zapisa, ponekad ¢emo koristiti oznaku Ak,lm,n(i) za koe�cijent
(
l
i

)
[k +

m]i −
(
k
i

)
[l + n]i.

Neka je D = t∂t. Operatori Lkm = −tmDk tvore alternativnu bazu za D. Vrijedi
formula Jkm = −tm[D]k. U terminima potencija od t i formalnih polinoma f i g u D
vrijedi formula za komutator

[tmf(D), tng(D)] = tm+n(f(D + n)g(D)− f(D)g(D +m)).

Propozicija 3.3. Uz 2-kociklus de�niran formulom

Ψ(trf(D), tsg(D)) =


−1∑
j=−r

f(j)g(j + r), r = −s ≥ 0

−Ψ(tsg(D), trf(D)), r = −s < 0
0, ina£e

D̂ = D ⊕ CC je (do na izomor�zam jedinstveno) centralno pro²irenje od D.

Ovo centralno pro²irenje prvi put se pojavilo u £lanku [24] a dokaz jedinstvenosti
centralnog pro²irenja se moºe na¢i u [18] ili [31].

Vrijede relacije za kociklus

Ψ(f(t)∂kt , g(t)∂lt) =
k!l!

(k + l + 1)!
Rest=0f

(l+1)(t)g(k)(t)dt,

Ψ(Jkm, J
l
n) = δm,−n

k!l!

(k + l + 1)!
[k +m]l+1[l −m]k.

Uz teºine wtLkm = wtJkm = m, wtC = 0, centralno pro²irenje D̂ = D ⊕ CC ima
Z-graduaciju

D̂ =
⊕
m∈Z

D̂m.

Pri tome je Dm = SpanC{Jkm : k ∈ Z≥0}, D̂m = Dm za m 6= 0 i D̂0 = D0 ⊕ CC.

D̂ sadrºi Heisenbergovu algebru generiranu sa L0
m = J0

m,m ∈ Z

[L0
m, L

0
n] = [J0

m, J
0
n] = δm,−nmC

i dvije parametrizirane familije Virasorovih algebri V ir±(β), β ∈ C, generirane sa

L+
m(β) = L1

m + (m+ 1)βL0
m,

L−m(β) = L1
m + (m+ β(1−m))L0

m.

pa je relacija za komutator u tim Virasorovim algebrama

[L±m(β), L±n (β)] = (m− n)L±m+n(β) + δm,−n
m−m3

6
(1− 6β + 6β2)C.

Vidimo da je centralni element od V ir±(β) skalirani centralni element od D̂, tj. cen-
tralni naboji su povezani relacijom

Cβ = (12β − 12β2 − 2)CD̂.
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Za β = 0 dobivamo L+
m(0) = L1

m = J1
m i C0 = −2CD̂.

Liejeva algebra D̂ ima trokutastu dekompoziciju

D̂ = D̂+ ⊕ D̂0 ⊕ D̂−,

pri £emu D̂± =
⊕
j∈N

D̂±j.

Za funkcional λ ∈ D∗0 i centralni naboj c ∈ C de�niramo Vermaov modul najve¢e
teºine λ

MD̂(c, λ) = U(D̂)⊗U(D̂0⊕D̂+) Cvλ,

gdje je Cvλ jednodimenzionalni (lijevi) U(D̂0 ⊕ D̂+)-modul, sa djelovanjima de�niranima
na sljede¢i na£in

Cvλ = cvλ,

hvλ = λ(h)vλ, h ∈ D0,

D̂+vλ = 0.

Postoji jedinstven ireducibilan kvocijent LD̂(c, λ) Vermaovog modula MD̂(c, λ).
Iz Poincaré-Birkho�-Wittovog teorema i univerzalnosti modula slijedi

Propozicija 3.4. Baza modula MD̂(c, λ) je

{
r∏
j=1

Jkjmj
vλ : r ∈ Z≥0, kj ∈ Z≥0, mj ∈ Z, (mj, kj) ≤ (mj+1, kj+1)}.

Pri tom tvrdnja vrijedi za bilo koji ure�aj na skupu Z2, mi uzimamo

(mi, ki) < (mj, kj)⇔ ((mi > mj) ili (mi = mj i ki < kj)).

Vermaov modulMD̂(c, λ) nije kvazikona£an jer bazu za (MD̂(c, λ))(n) £ine svi (
∏r

j=1 J
kj
mj)vλ

iz baze za MD̂(c, λ) takvi da je
∑r

j=1mj = n. Treba nam dodatna struktura.

De�nicija 3.5. Podalgebru p Z-graduirane Liejeve algebre g nazivamo paraboli£kom
podalgebrom ako sadrºi Borelovu podalgebru g0 + g+.

Propozicija 3.6. De�niramo

P = SpanC{Jkm : m+ k ≥ 0},

P̂ = P ⊕ CC.

P̂ je paraboli£ka podalgebra od D̂.

Dokaz. Prvo dokaºimo zatvorenost na komutator. Iz formule za komutator vidimo da je
P ′ = [P ,P ] generirana elementima((

l

i

)
[k +m]i −

(
k

i

)
[l + n]i

)
Jk+l−i
m+n ,

gdje je
k, l ∈ Z≥0, i,m, n ∈ Z, k +m ≥ 0, l + n ≥ 0, max(k, l) ≥ i.
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Vidimo da ako element Jk+l−i
m+n nije sadrºan u P , vrijedi i > k + m i i > l + n pa su

[k +m]i = [l+ n]i = 0, odnosno koe�cijent mu je 0. Dakle komutator dva elementa od P
je linearna kombinacija elemenata iz P , odnosno P ′ ⊂ P .
P̂ je paraboli£ka tj. sadrºi D̂≥0 jer Jkm ∈ D̂≥0 povla£i m ≥ 0 pa je m+ k ≥ 0.

Ako je najve¢a teºina λ = 0, tada D̂0+D̂+−modul Cv0 moºemo pro²iriti do P̂−modula
djelovanjem P · v0 = 0. Inducirani modul

MD̂(c, P̂) = U(D̂)⊗U(P̂) Cv0.

je kvocijent Vermaovog modula MD̂(c, 0) i naziva se generalizirani Vermaov modul.

Navodimo sada vaºnu karakterizaciju kvazikona£nih modula.

Teorem 3.7. ([25], Theorem 4.2) LD̂(c, λ) je kvazikona£an modul ako i samo ako se
formalni red

∆λ(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
λ(Ln0 )

moºe zapisati u obliku

∆λ(x) =

∑m
i=1 x

nieαix

ex − 1
, m, ni ∈ Z+, αi ∈ C.
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3.2 Liejeva algebra ĝl

De�nicija 3.8. Neka je g̃l vektorski prostor beskona£nih matrica A = (ai,j)i,j∈Z sa ko-
na£no mnogo nenul dijagonala. Drugim rije£ima, za svaki A = (ai,j)i,j∈Z iz g̃l postoji
kona£an podskup S ⊂ Z takav da j − i /∈ S povla£i ai,j = 0.

Matri£ni produkt elemenata od g̃l je tada dobro de�niran upravo zbog uvjeta na
dijagonale. Sa Ei,j ozna£imo matricu koja na koordinatama (i, j) ima 1 a drugdje 0. Iako
formalni zapis

A =
∑
i,j∈Z

αi,jEi,j

nije kona£an pa nije linearna kombinacija, jednozna£no opisuje elemente od g̃l.

Propozicija 3.9. g̃l uz operaciju matri£nog produkta ima strukturu asocijativne algebre.
Uz komutator

[A,B] = AB −BA

i Z-graduaciju zadanu sa wtEi,j = j − i, g̃l ima strukturu Z-graduirane Liejeve algebre.

Dokaz. Antisimetri£nost se direktno vidi. Za A =
∑

a,b∈Z αa,bEa,b, B =
∑

c,d∈Z βc,dEc,d te
C =

∑
p,q∈Z γp,qEp,q vrijedi

[[A,B], C] =
∑

a,b,c,d,p,q∈Z

αa,bβc,dγp,q[[δb,cEa,d − δa,dEc,b], Ep,q] =

∑
a,b,c,d,p,q∈Z

αa,bβc,dγp,q(δb,cδd,pEa,q − δb,cδa,qEp,d − δa,dδb,pEc,q + δa,dδq,cEp,b) =

∑
a,b,c,d,u,v∈Z

(αu,bβb,dγd,v − αa,bβb,vγu,a − αa,bβu,aγb,v + αa,vβc,aγu,c)Eu,v.

Cikli£ko uvr²tavanje povla£i da je koe�cijent uz Eu,v u [[A,B], C]+[[B,C], A]+[[C,A], B],
lijevoj strani Jacobijevog identiteta upravo∑

a,b,c,d∈Z

(αu,bβb,dγd,v − αa,bβb,vγu,a − αa,bβu,aγb,v + αa,vβc,aγu,c + βu,bγb,dαd,v

−βa,bγb,vαu,a − βa,bγu,aαb,v + βa,vγc,aαu,c + γu,bαb,dβd,v − γa,bαb,vβu,a
−γa,bαu,aβb,v + γa,vαc,aβu,c) = 0.

Matrice koje imaju samo jednu netrivijalnu dijagonalu moºemo zapisati kao

A =
∑
i∈Z

αiEi,i+a, B =
∑
j∈Z

βjEj,j+b

pa vrijedi
[A,B] =

∑
i∈Z

(αiβi+a − αi+bβi)Ei,i+a+b,

odnosno struktura Liejeve algebre je konzistentna sa graduacijom.
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Zbog Z-graduacije vrijedi trokutasta dekompozicija

g̃l =

(⊕
j∈Z>0

g̃lj

)
⊕ g̃l0 ⊕

(⊕
j∈Z<0

g̃lj

)
= g̃l+ ⊕ g̃l0 ⊕ g̃l−

Propozicija 3.10. [15] Vektorski prostor

ĝl = g̃l⊕ CK

je centralno pro²irenje od g̃l, pri £emu je 2-kociklus zadan relacijom C(A,B) = tr([J,A]B),
gdje je J =

∑
j≤0Ej,j.

De�niramo wtK = 0, pa i na ĝl imamo Z-graduaciju i trokutastu dekompoziciju

ĝl =

(⊕
j∈Z>0

ĝlj

)
⊕ ĝl0 ⊕

(⊕
j∈Z<0

ĝlj

)
= ĝl+ ⊕ ĝl0 ⊕ ĝl−

pri £emu je ĝl0 = g̃l0 ⊕ CK, ĝli = g̃li za i 6= 0.
Za funkcional λ ∈ ĝl

∗
0 i centralni naboj c ∈ C de�niramo Vermaov modul najve¢e

teºine λ
Mĝl(c, λ) = U(ĝl)⊗U(ĝl0⊕ĝl+) Cvλ,

gdje je Cvλ jednodimenzionalni (lijevi) U(ĝl0 ⊕ ĝl+) -modul, sa djelovanjima de�niranima
na sljede¢i na£in

Kvλ = cvλ,

hvλ = λ(h)vλ, h ∈ ĝl0,

ĝl+vλ = 0.

Ireducibilni modul najve¢e teºine λ, Lĝl(c, λ), je kvocijent od Mĝl(c, λ) po maksimalnom
graduiranom podmodulu.

Za p = {(ai,j)i,j∈Z|ai,j = 0 ako i > 0 ≥ j} se vidi da je paraboli£ka podalgebra od ĝl jer
sadrºi ĝl+⊕ ĝl0 i zatvorena je na komutator. Neka λ0 najve¢a teºina takva da λ0(Ej,j) = 0
za svaki j i λ0(K) = c. Imamo generalizirani Vermaov modul

Mĝl(c, p) = U(ĝl)⊗U(p) Cvλ0 .

Veza izme�u D̂ i ĝl je uspostavljena u [25]:

Teorem 3.11. Preslikavanje Φ0 : D̂ → ĝl de�nirano relacijama

Φ0(tmf(D)) =
∑
j∈Z

f(−j)Ej−m,j, f ∈ C[x],

Φ0(C) = K

je homomor�zam Liejevih algebri. Φ0 se prirodno pro²iruje na homomor�zam Φ : DO →
ĝl, pri £emu je

DO = SpanC{tmf(D)|f(x) ∈ O},

O skup holomorfnih funkcija. Φ je izomor�zam.
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Dokaz. Φ je surjektivan zbog £injenice da za svaki diskretan skup argumenata (u na²em
slu£aju Z) i zadanih vrijednosti postoji holomorfna funkcija koja u zadanim to£kama
poprima zadane vrijednosti.

Teorem 3.12. Φ inducira strukturu D̂-modula na ĝl-modulima. �tovi²e, vrijedi Φ(P) ⊂
p, pa je

MD̂(c,P)→Mĝl(c, p)

izomor�zam D̂ modula.

De�nicija 3.13. Neka je g Z−graduirana Liejeva algebra. Za vektor v 6= 0 u g−modulu
Vλ najve¢e teºine λ kaºemo da je singularan ako g+v = 0.

Modul najve¢e teºine Vλ je ireducibilan ako i samo ako su jedini singularani vektori
oni kolinearni sa vektorom najve¢e teºine.

Propozicija 3.14. Singularan vektor za ĝl u Mĝl(c, p) je ujedno i singularan vektor za

D̂.

Dokaz slijedi kori²tenjem homomor�zma Φ.
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3.3 Konstrukcija nekih singularnih vektora za ĝl

U [25] su opisani singularni vektori za ĝl kad je c ∈ Z+:

Propozicija 3.15. Za c ∈ Z+ singularni vektor za ĝl u Mĝl(c, p) dan formulom vc =

Ec+1
1,0 1, a ireducibilni modul najve¢e teºine je kvocijent

Lĝl(c, p) = Mĝl(c, p)/(U(ĝl)Ec+1
1,0 1).

Promotrimo analiti£ku fukciju

f(x) =
sin(πx)

πx
=
∞∑
i=0

(−1)n(πx)2n

(2n+ 1)!
=
∞∏
s=1

(1− x2

s2
).

Vrijedi Φ(t−1f(D)) = E1,0, pa singularni vektor iz Propozicije 3.15 moºemo zapisati kao
Φ((t−1f(D))c+1)1.

U kvazikona£nom D̂O modulu, vektor tmg(D)1 moºemo zapisati kao tmḡ(D)1 gdje je
g(x) holomorfna funkcija, a ḡ(x) polinom.

O£ito je t−1f(D)1 = t−11. Za centralni naboj c = 1 ra£unamo

(t−1f(D))21 = t−1f(D)t−1f(D)1 = t−1f(D)t−11 = (t−1t−1f(D) + [t−1f(D), t−1])1 =

((t−1)2 + t−2(f(D − 1)− f(D)))1

Na nivou 2 vrijedi relacija t−2[D]21 = t−2D(D − 1)1 = J2
−21 = 0.

Direktnim ra£unom se dobije

t−2(f(D − 1)− f(D))1 = t−2(2D − 1)1.

Uvr²tavanjem u prethodni ra£un dobivamo

(t−1f(D))21 = ((t−1)2 + t−2(2D − 1))1 = ((J0
−1)2 + J0

−2 − 2J1
−2)1.

Do na skalar −1 isti rezultat ¢emo kasnije dobiti direktnim ra£unom.

Ponovimo istu pri£u za c = 2.

(t−1f(D))31 = t−1f(D)(t−1f(D))21.

Uvr²tavanje (t−1f(D))21 = ((t−1)2 + t−2(2D − 1))1 i kori²tenje komutacijske relacije u
D̂O daje

((t−1)3 + 3t−1t−2(2D − 1)− t−3(2Df(D − 2)− 2f(D − 1)− 2f(D)(D − 2)− 2))1.

Sli£no kao u prethodnom slu£aju dobivamo

t−3(2Df(D − 2)− 2f(D − 1)− 2f(D)(D − 2)− 2))1 = t−3(6[D]2 − 6D + 2)1,

pa zaklju£ujemo

v2 = (−(J0
−1)3 − 3J0

−1J
0
−2 + 6J0

−1J
1
−2 − 6J2

−3 + 6J1
−3 − 2J0

−3)1.
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3.4 Konstrukcija verteks algebre W1+∞

Propozicija 3.16. [19] Vektorima iz MW1+∞
c = MD̂(c,P) oblika Jk−k−11 pridruºimo slabe

verteks operatore Svi Jk(x), k ∈ Z≥0 su me�usobno lokalni.

Dokaz. Ra£unamo komutator polja Jk(x1) i J l(x2) pomo¢u komutacijskih relacija u D̂:

[Jk(x1), J l(x2)] =
∑

i≥0,m,n∈Z

((
l

i

)
[k +m]i −

(
k

i

)
[l + n]i

)
Jk+l−i
m+n x

−k−m−1
1 x−l−n−1

2

+
∑
m,n∈Z

cδm,−n
k!l!

(k + l + 1)!
[k +m]l+1[l −m]kx

−k−m−1
1 x−l+m−1

2 .

Ozna£imo prvu sumu sa I, drugu sa II. Raspis prve sume pomo¢u komutacijskih relacija
u D nam daje

I =
∑

i≥0,m,n∈Z

(
l

i

)
[k +m]iJ

k+l−i
m+n x

−k−l−m−n+i−1
2 xk−i+m2 x−k−m−1

1 −

∑
i≥0,m,n∈Z

(
k

i

)
[l + n]iJ

k+l−i
m+n x

−k−l−m−n−1+i
1 xl+n−i1 x−l−n−1

2 =

∑
i

(
l

i

)∑
m+n

Jk+l−i
m+n x

−k−l−m−n−1+i
2

∑
m

[k +m]ix
k+m−i
2 x−k−m−1

1 −

∑
i

(
k

i

)∑
m+n

Jk+l−i
m+n x

−k−l−m−n−1+i
1

∑
m

[l + n]ix
l+n−i
1 x−l−n−1

2 =

∑
i≥0

(
l

i

)
Jk+l−i(x2)

(
∂

∂x2

)i
x−1

2 δ

(
x2

x1

)
−
∑
i≥0

(
k

i

)
Jk+l−i(x1)

(
∂

∂x1

)i
x−1

1 δ

(
x2

x1

)
.

Sad Propozicija 2.1 povla£i da je

I =
k+l∑
i=0

(
(−1)i

(
l

i

)
Jk+l−i(x2)−

(
k

i

)
Jk+l−i(x1)

)(
∂

∂x2

)i
x−1

1 δ

(
x1

x2

)
.

Druga suma, ona koja proizlazi iz 2-kociklusa, iznosi

II =
ck!l!

(k + l + 1)!

∑
m∈Z

[k +m]l+1[l −m]kx
−k−m−1
1 x

k+m−(l+k+1)
2 =

ck!l!

(k + l + 1)!

∑
m∈Z

(−1)k[k +m]k+l+1

(
∂

∂x2

)k+l+1

x−1
1 δ

(
x1

x2

)
,

pa vrijedi relacija

[Jk(x1), J l(x2)] =
k+l∑
i=0

(
(−1)i

(
l

i

)
Jk+l−i(x2)−

(
k

i

)
Jk+l−i(x1)

)(
∂

∂x2

)i
x−1

1 δ

(
x1

x2

)

+(−1)k
k!l!c

(k + l + 1)!

(
∂

∂x2

)k+l+1

x−1
1 δ

(
x1

x2

)
Koriste¢i relaciju (x1 − x2)m( ∂

∂x1
)nx−1

2 δ(x1
x2

) = 0 za m > n iz Propozicije 2.2 vidimo da
mnoºenjem komutatora sa (x1 − x2)k+l+2 postiºemo lokalnost.
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Teorem 3.17. (MW1+∞
c , Y,1, ω(β)), pri £emu 1 = 1 ⊗ v0, ω(β) = (J1

−2 + βJ0
−2)1, je

algebra verteks operatora. Pri tome je jako generirana poljima Jk(x), k ∈ Z≥0 uz

Y (Jk−k−11, x) =
∑
m∈Z

Jkmx
−k−m−1 = Jk(x)

koji se jedinstveno pro²iruje na

Y (·, x) : MW1+∞
c → (EndMW1+∞

c )[[x, x−1]].

Korolar 3.18. Svaki modul iz kategorije O je modul za MW1+∞
c . Posebno, svaki ireduci-

bilni modul najve¢e teºine je modul za MW1+∞
c .

Zhuova algebra

Rezultat o strukturi Zhuove algebre A(MW1+∞
c ) iskazan je u [19] ali dokaz nije prezen-

tiran. Zbog potpunosti izlaganja dokaz navodimo ovdje.

Teorem 3.19. A(MW1+∞
c ) je polinomijalna algebra u beskona£no varijabli, tj izomorfna

sa C[x0, x1, ..., xn, ...].

Dokaz. Zbog 2.33 znamo da je A(MW1+∞
c ) generirana sa [Jk−k−11]. Preostaje nam dokazati

komutativnost Zhuove algebre. Koriste¢i formulu

[a ∗ b− b ∗ a] = Resx(1 + x)wt a−1Y (a, x)b+O(V )

i komutatorsku relaciju za D̂, vidimo da je

[[Jk−k−11], [J l−l−11]] = [Jk−k−11] ∗ [J l−l−11]− [J l−l−11] ∗ [Jk−k−11] =

= [Jk−k−11 ∗ J l−l−11− J l−l−11 ∗ Jk−k−11] = Resx(1 + x)kJk(x)J l−l−11 +O(V ) =

∞∑
i=0

(
k

i

)
Jki−kJ

l
−l−11 +O(V ) =

∞∑
i=0

(
k

i

)
[Jki−k, J

l
−l−1]1 +O(V ) =

k∑
i=0

(
k

i

) k+l∑
j=0

(

(
l

j

)
[i]j −

(
k

j

)
[−1]j)J

k+l−j
i−k−l−11 +O(V ).

To je linearna kombinacija elemenata oblika [Jk+l−j
i−k−l−11] = [Jk

′

m′1]. Ako je k′ + m′ ≥ 0,
element Jk

′

m′1 je trivijalan, pa je i njegova projekcija u Zhuovu algebru tako�er trivijalna.
U protivnom, p = −k′ −m′ − 1 ≥ 0 pa koriste¢i poznate relacije

Jk
′

m′1 =
1

(−k′ −m′ − 1)!
D−k

′−m′−1Jk
′

−k′−11

[(L(0) + L(−1))a] = [(L(0) +D)a] = 0

vidimo da je

[Jk
′

m′1] = (−1)p
(
k′ + p

p

)
[Jk

′

−k′−11],

odnosno

[[Jk−k−11], [J l−l−11]] =
k+l∑
i=0

αi[J
i
−i−11],
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za neke koe�cijente αi, i = 0, . . . , k + l. Linearnu kombinaciju elemenata oblika [Jk
′

m′1]
smo sveli na linearnu kombinaciju elemenata oblika [J i−i−11], koji su generatori Zhuove
algebre.

Ako je neki αs netrivijalan, de�niramo na generatorima jednodimenzionalnu reprezen-
taciju π asocijativne algebre A(MW1+∞

c )

π([J i−i−11]) = δi,s, i ∈ Z+, π(1) = 1.

Primjenimo li reprezentaciju π na relaciju za komutator [[Jk−k−11], [J l−l−11]], dobijemo da
je lijeva strana jednaka

π([Jk−k−11])π([J l−l−11])− π([J l−l−11])π([Jk−k−11]).

Ukoliko k 6= s, π([Jk−k−11]) = 0 i komutator je jednak 0. Ako je k = l = s imamo isti
zaklju£ak zbog [[Jk−k−11], [Jk−k−11]] = 0. S druge strane,

k+l∑
i=0

αiπ([J i−i−11]) = αs 6= 0.

Time smo do²li do kontradikcije, odnosno za proizvoljne k, l, generatori [Jk−k−11] i [J l−l−11]
komutiraju, pa je tada i asocijativna algebra A(MW1+∞

c ) komutativna.

3.5 Primjer c=1

Odredimo singularne vektore za D̂ uMW1+∞
c za neke male centralne naboje. Singularan

vektor generira ideal u verteks algebri, koji je u korespodenciji sa idealom u Zhuovoj
algebri.

Singularne vektore za D̂ ra£unamo direktno po de�niciji, za razliku od To£ke 3.3, gdje
smo ih rekonstruirali iz singularnih za ĝl pomo¢u homomor�zma Φ.

Na konformnoj teºini 2 (centralni naboj c = 1) singularni vektor traºimo u obliku

v = (AJ1
−2 +BJ0

−2 + C(J0
−1)2)1, A,B,C ∈ C.

JkmJ
1
−21 = (J1

−2J
k
m +

k+1∑
i=0

((
1

i

)
[k +m]i −

(
k

i

)
[−1]i

)
Jk+1−i
m−2 + δm,2[−1]k)1,

JkmJ
0
−21 = (J0

−2J
k
m −

k∑
i=1

(
k

i

)
[−2]iJ

k−i
m−2 + δm,2(k + 2)[−1]k)1,

Jkm(J0
−1)21 = ((J0

−1)2Jkm +
k−1∑
i=1

k−i∑
j=1

(
k

i

)
[−1]i

(
k − i
j

)
[−1]jJ

k−i−j
m−2 + 2δm,1[−1]kJ

0
−1

−2δm,2k[−1]k − 2
k∑
i=1

(
k

i

)
[−1]iJ

0
−1J

k−i
m−1)1.
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U ra£unu £esto koristimo relaciju [−1]k = (−1)kk! (kad je mogu¢e kra¢enje s odgovaraju-
¢im nazivnikom binomnog koe�cijenta).

Jkmv je vektor na nivou 2 − m. U slu£aju m > 2 takav vektor ne postoji, odnosno
Jkmv = 0. m = 2 daje jednadºbu

Jk2 v = (A[−1]k +B(k + 2)[−1]k − Ck[−1]k)1.

To mora vrijediti za svaki k ∈ Z≥0 pa dobijemo sustav jednadºbi

A+ 2B = 0,

B − C = 0,

£ije je (jedno) rje²enje A = 2, B = C = −1. Singularni vektor mora biti oblika v =
(2J1
−2 − J0

−2 − (J0
−1)2)1. Uvr²tavanje m = 1 daje

Jk1 v = (2δk,0 + (1− δk,0)[−2]k − 2[−1]k − (1− δk.0)(k − 1)[−1]k)J
0
−11 = 0.

Izra£unajmo svojstvene vrijednosti od Jk0 .

Jk0 v = (2([k ≤ 1]− [−1]k)J
1
−2 + [k > 0][−2]kJ

0
−2 − k[k > 1][−2]k−1J

1
−2

−[k ≥ 2](k − 1)[−1]kJ
0
−2 + [k ≥ 3](k − 2)[−1]kJ

1
−2 + 2[k > 0][−1]k(J

0
−1)2)1

= (−1 + δk,0)2[−1]kv.

Za centralni naboj c = 2 traºimo singularni vektor na nivou 6 oblika

v = (AJ2
−3 +BJ1

−3 + CJ0
−3 +DJ0

−1J
1
−2 + EJ0

−1J
0
−2 + F (J0

−1)3)1,

A,B,C,D,E, F ∈ C. Komutacijske relacije daju formule

JkmJ
2
−31 = (J2

−3J
k
m +

k+2∑
i=1

((
2

i

)
[k +m]i −

(
k

i

)
[−1]i

)
Jk+2−i
m−3 + 4δm,3[−1]k)1,

JkmJ
1
−31 = (J1

−3J
k
m +

k+1∑
i=1

((
1

i

)
[k +m]i −

(
k

i

)
[−2]i

)
Jk+1−i
m−3 + 2δm,3(k + 3)[−1]k)1,

JkmJ
0
−31 = (J0

−3J
k
m −

k∑
i=1

(
k

i

)
[−3]iJ

k−i
m−3 + δm,3(k + 2)(k + 3)[−1]k)1,

JkmJ
0
−1J

1
−21 = (J0

−1J
1
−2J

k
m +

k+1∑
i=1

((
1

i

)
[k +m]i −

(
k

i

)
[−1]i

)
J0
−1J

k+1−i
m−2

+2δm,2[−1]kJ
0
−1 −

k∑
i=1

(
k

i

)
[−1]iJ

1
−2J

k−i
m−1 −

k−1∑
i=1

(
k

i

)
[−1]i

k−i+1∑
j=1((

1

j

)
[k +m− i− 1]j −

(
k − i
j

)
[−1]j

)
Jk−i−j+1
m−3 − 2δm,3k[−1]k + 2δm,1[−1]kJ

1
−2)1,
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JkmJ
0
−1J

0
−21 = (J0

−1J
0
−2J

k
m −

k∑
i=1

(
k

i

)
[−2]iJ

0
−1J

k−i
m−2 + 2δm,2(k + 2)[−1]kJ

0
−1

−
k∑
i=1

(
k

i

)
[−1]iJ

0
−2J

k−i
m−1 +

k−1∑
i=1

k−i∑
j=1

(
k

i

)
[−1]i

(
k − i
j

)
[−2]jJ

k−i−j
m−3 − δm,3k(k + 3)[−1]k

+2δm,1[−1]kJ
0
−2)1,

Jkm(J0
−1)31 = ((J0

−1)3Jkm + 6δm,1[−1]k(J
0
−1)2 − 3

k∑
i=1

(
k

i

)
[−1]i(J

0
−1)2Jk−im−1

−6δm,2k[−1]kJ
0
−1 + 3

k−1∑
i=1

k−i∑
j=1

(
k

i

)
[−1]i

(
k − i
j

)
[−1]jJ

0
−1J

k−i−j
m−2

−
k−2∑
i=1

k−i−1∑
j=1

k−i−j∑
l=1

[−1]k
[−1]k−i−j−l

Jk−i−j−lm−3 + δm,3k(k − 1)[−1]k)1.

Za m > 3 su svi pribrojnici u gornjim izrazima 0 pa vrijedi Jkmv = 0. Za m = 3 dobije
se izraz

Jk3 v = (4A[−1]k + 2B(k + 3)[−1]k + C(k + 2)(k + 3)[−1]k − 2Dk[−1]k

−E(k2 + 3k)[−1]k + Fk(k − 1)[−1]k)1.

Da bi to bilo jednako 0 za svaki k ∈ Z>0, moraju vrijediti jednadºbe

4A+ 6B + 6C = 0,

2B + 5C − 2D − 3E − F = 0,

C − E + F = 0.

Trebamo jo² dvije jednadºbe da bi mogli izra£unati vektor v. Uvr²tavamo m = 2:

Jk2 v = (2Aδk,0 + 2Bδk,0 − C[k > 0][−3]k +D(2− [k > 0])[−1]k+

+E(2(k + 2) + [k > 1]
k + 2

2
(k − 1))[−1]k + F (−6k[−1]k − [k > 2]

(
k − 1

2

)
[−1]k))J

0
−11.

Uvr²tavanja k = 0 i k = 1 daju jo² dvije jednadºbe

2A+ 2B + 2D + 4E = 0,

3C −D − 6E + 6F = 0.

Do na skalar jedino netrivijalno rje²enje sustava je ²estorka (6,−6, 2,−6, 3, 1), pa singu-
laran vektor moºe biti samo

v = (6J2
−3 − 6J1

−3 + 2J0
−3 − 6J0

−1J
1
−2 + 3J0

−1J
0
−2 + 1(J0

−1)3)1.

Provjera za m = 2, k = 2 te za m = 1 daju da D̂+ zaista poni²tava vektor v.
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Ra£unamo svojstvene vrijednosti od Jk0 , k ∈ Z≥0. To najlak²e odredimo uspore�iva-
njem koe�cijenata uz (J0

−1)3 u v i Jk0 v. Rezultat je

Jk0 v = 3(δk,0 − 1)[−1]kv.

Opi²imo Zhuovu algebru A(LW1+∞
c ) za c = 1. Imamo homomor�zam

xi 7→ [J i−i−11]

sa C[x0, x1, . . . , xn, . . .] u A(LW1+∞
c ). Singularni vektor vs = (2J1

−2 − J0
−2 − (J0

−1)2)1 ¢e
nam dati dodatne relacije.

[J0
−21] = [DJ0

−11] = −x0

[J0
−11]2 = Resx(x

−1 + 1)
∑
i≥0

(
1

i

)
[J0
i−1J

0
−11]x−i = [(J0

−1)21]

pa imamo
2x1 + x0 − x2

0 = 0

odnosno x1 = 1
2
[x0]2. Projekcijom elemenata

J2
1vs = 6J2

−3 − 2J0
−1J

1
−2 + 2J0

−1J
0
−2 + 2J0

−3 − 4J1
−3

i
J3

2vs = 8J3
−4 − 18J2

−4 + 24J1
−4 − 12J0

−4 − 6J0
−1J

2
−3 + 12J0

−1J
1
−3 − 12J0

−1J
0
−3

u Zhuovu algebru dobiju se relacije x2 = 1
3
[x0]3 i x3 = 1

4
[x0]4. Matemati£kom indukcijom

po k dokazujemo tvrdnju xk = 1
k+1

[x0]k+1.
Bazu imamo. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve manje ili

jednake k.

Jk+1
−k vs = 2(k + 2)Jk+1

−k−2 − 2
k+1∑
i=2

(
k + 1

i

)
[−1]iJ

k+2−i
−k−2 +

k+1∑
i=1

(
k + 1

i

)
[−2]iJ

k+1−i
−k−2

−
k∑
i=1

(
k + 1

i

)
[−1]i

k+1−i∑
j=1

(
k + 1− i

j

)
[−1]jJ

k+1−i−j
−k−2 + 2

k+1∑
i=1

(
k + 1

i

)
[−1]iJ

0
−1J

k+1−i
−k−1

Pogodnim grupiranjem i svo�enjem na isti indeks sumacije pojednostavimo srednje tri
sume

−2
k+1∑
i=1

[k + 1]i(k + 1− i)(−1)iJk+1−i
−k−2 +

k+1∑
i=1

[k + 1]i(i+ 1)(−1)iJk+1−i
−k−2

−
k+1∑
i=1

[k + 1]i(−1)i(i− 1)Jk+1−i
−k−2 = 2

k+1∑
i=1

[k + 1]i(−1)i(k + 2− i)Jk+1−i
−k−2

Tada vrijedi relacija:

Jk+1
−k vs = 2(k+ 2)Jk+1

−k−2 + 2
k+1∑
i=1

[k+ 1]i(−1)i(k+ 2− i)Jk+1−i
−k−2 + 2

k+1∑
i=1

[k+ 1]i(−1)iJ0
−1J

k+1−i
−k−1
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Projekcijom u Zhuovu algebru i kori²tenjem relacija [Jk
′

m′1] = (−1)p
(
k′+p
p

)
[Jk

′

−k′−11] i
[J0
−1J

k′

−k′−11] = [J0
−11] ∗ [Jk

′

−k′−11] vidimo da u Zhuovoj algebri vrijedi relacija

(k + 2)xk+1 = −
k+1∑
i=1

(
k + 1

i

)
[k + 1]i(k + 2− i)xk+1−i +

k+1∑
i=1

(
k

i− 1

)
[k + 1]ix0xk+1−i

Sada koristimo pretpostavku indukcije xk+1−i = 1
k+2−i [x0]k+2−i i binomnu formulu za

silazne potencije

[a+ b]n =
n∑
i=0

(
n

i

)
[a]i[b]n−i

pa vrijedi

(k + 2)xk+1 = −
k+1∑
i=1

(
k + 1

i

)
[k + 1]i[x0]k+2−i +

k+1∑
i=1

(
k

i− 1

)
[k + 1]i
k + 2− i

x0[x0]k+2−i

= [x0]k+2 −
k+1∑
i=0

(
k + 1

i

)
[k + 1]i[x0 − 1]k+1−ix0 +

k∑
i=0

(
k

i

)
[k + 1]i(k + 2− i)

k + 2− i
x2

0[x0 − 1]k−i

= [x0]k+2 − x0[x0 + k]k+1 + x2
0[x0 + k]k = [x0]k+2.
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Poglavlje 4

Verteks algebra W∞

U ovom poglavlju konstruirat ¢emo verteks algebruMW∞
−2c . Polazimo od Liejeve algebre

W∞ = D̂(1), podalgebre od D̂ = W1+∞ generirane operatorima t∂kt , k ≥ 1. Potom
za vakuum modul MW∞

−2c , pomo¢u teorema o generiraju¢im poljima, dokazujemo da jest
verteks algebra. Pratimo osnovne konstrukcije iz [28].

Napomena: Verteks algebru MW1+∞
c pridruºenu Liejevoj algebri W1+∞ smo konstru-

irali na analogan na£in. Uo£imo da je indeks koji se odnosi na centralni naboj druga£iji
iako W∞ ⊂ W1+∞ i W1+∞ imaju isti centralni naboj kao Liejeve algebre. Naime, indeks
−2c u MW∞

−2c se odnosi na Virasorovu podalgebru sadrºanu u W∞. Dok W1+∞ sadrºi
(beskona£nu) parametriziranu potfamiliju Virasorovih algebri V ir+(β) centralnog naboja

cβ = (−12β2 + 12β − 2)c,

W∞ sadrºi samo V ir+(0), centralni naboj Virasorove podalgebre je jednozna£no odre�en
c0 = −2c.

4.1 Liejeva algebra D̂(1)

Propozicija 4.1. Potprostor

D̂(1) = SpanC{Jkm : m ∈ Z, k ∈ Z≥1} ⊕ CC

od D̂ je Liejeva podalgebra od D̂.

Dokaz. Iz relacije za komutator

[Jkm, J
l
n] =

max(k,l)∑
i=1

((
l

i

)
[k +m]i −

(
k

i

)
[l + n]i

)
Jk+l−i
m+n + Ψ(Jkm, J

l
n)C

vidimo da je komutator proizvoljna dva generatora od D̂(1) ponovo sadrºan u D̂(1). Naime,
svi £lanovi u linearnoj kombinaciji s desne strane su ili Jk+l−i

m+n ili centralni element. U
prvom slu£aju stupanj operatora deriviranja je k+l−i ≥ k+l−max(k, l) ≥ min(k, l) ≥ 1,
odnosno Jk+l−i

m+n ∈ D̂(1).

D̂(1) naslje�uje graduaciju i trokutastu dekompoziciju od D̂.

D̂(1) =
⊕
m∈Z+

D̂(1)
m ⊕ D̂

(1)
0 ⊕

⊕
m∈Z+

D̂(1)
−m = D̂(1)

+ ⊕ D̂
(1)
0 ⊕ D̂

(1)
−
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De�niramo Vermaov modul za teºinu λ ∈ D(1)∗
0 i centralni naboj c ∈ C

MD̂(1)(c, λ) = U(D̂
(1)

)⊗
U(D̂(1)

0 ⊕D̂
(1)
+ )

Cvλ,

Cvλ = cvλ,

hvλ = λ(h)vλ, h ∈ D̂(1)
0 ,

D̂(1)
+ vλ = 0.

De�nirani modul nije kvazikona£an. Naime svaki homogeni podmodul (MD̂(1)(c, λ))m
sadrºi linearno nezavisne vektore Jkm1, k ∈ Z≥1, m ∈ Z≤0, a takvih ima beskona£no
mnogo.

Promatramo paraboli£ku podalgebru

P(1) = SpanC{Jkm : m+ k ≥ 0, k ≥ 1}.

Za λ = 0 imamo generalizirani Vermaov modul, tj. vakuum modul

MW∞
−2c = U(D̂(1))⊗U(D̂(1)

0 ⊕P̂(1))
Cv0,

Cv0 = cv0,

P̂(1)v0 = 0.

Uo£imo prirodno ulaganje koje proizlazi iz D̂(1) ⊂ D̂

MW∞
−2c ↪→MW1+∞

c .

Poincaré-Birkho�-Witt teorem daje opis baze:

Propozicija 4.2. Baza modula MW∞
−2c je

{(
r∏
j=1

Jkjmj
)vλ : r ∈ Z≥0, mj ∈ Z, kj ∈ Z≥1, mj + kj < 0, (mj, kj) ≤ (mj+1, kj+1)}.

Pri tom koristimo isti ure�aj na skupu indeksa kao kod modula za W1+∞,

(mi, ki) < (mj, kj)⇔ ((mi > mj) ili (mi = mj i ki < kj)).

4.2 Liejeva algebra ĝlo

Sjetimo se homomor�zma Φ0 : D̂ → ĝl i izomor�zma Φ : D̂O → ĝl iz Teorema 3.11.
Gledamo restrikciju Φ|D̂(1) i de�niramo

ĝlo = Im(Φ|D̂(1)).

Tada je ĝlo podalgebra Liejeve algebre ĝl i vrijedi sljede¢i rezultat.

Lema 4.3. Za i, j ∈ Z vrijedi

Ei,j ∈ ĝlo ⇐⇒ j 6= 0.
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Dokaz. Dokaz jednostavno slijedi iz sljede¢e formule:

Φ0(tmDf(D)) =
∑
j∈Z

(−j)f(−j)Ej−m,j.

Zbog eksplicitne realizacije iz Poglavlja 9, de�niramo sljede¢e generatore:

Ẽi,j := −jEi,j, C1 := −2C.

Liejeva algebra ĝlo ima trokutastu dekompoziciju koja je naslje�ena iz trokutaste dekom-
pozicije od ĝl. To£nije

ĝlo = (ĝlo)− ⊕ (ĝlo)0 ⊕ (ĝlo)+

gdje je
(ĝlo)± = ĝl± ∩ ĝlo, (ĝlo)0 = ĝlo ∩ ĝl0.

Posebno Cartanova podalgebra je razapeta s Ẽi,i, i 6= 0 i C1.
Analogno kao i za Liejevu algebru ĝl uvode se pojmovi Vermaovog modula, modula

najve¢e teºine, kvazi�kona£nog modula te ireducibilnog modula najve¢e teºine.
Za Λo ∈ ((ĝlo)0)∗ ozna£imo s L(Λo, ĝlo, l) pripadni ireducibilan modul najve¢e teºine

Λo centralnog naboja l.
Strukturna teorije ovih modula, kao i veza s kvazikona£nim D̂(1)�modulima razvijena

je u £lanku V. G. Kaca i J. Liberatia [22] i analogna je teorije iz £lanka V. G. Kaca
i A. Radula [25]. Posebno iz tih rezultata slijedi da je svaki ireduciblini kvazikona£ni
ĝlo�modul ujedno i ireducibilan kvazkona£ni D̂(1)�modul.

4.3 Konstrukcija verteks algebre W∞
Propozicija 4.4. [19] Vektorima iz MW∞

−2c = MD̂(1)(c,P) oblika Jk−k−11 pridruºimo slabe
verteks operatore

Jk−k−11 7→ Jk(x) =
∑
m∈Z

Jkmx
−k−m−1.

Polja Jk(x), k ∈ Z≥1 su me�usobno lokalna.

Dokaz. Koe�cijenti verteks operatora zadovoljavaju iste komutatorske relacije kao i oni u
MW1+∞

c , pa je dokaz isti. Vrijedi relacija

[Jk(x1), J l(x2)] =
k+l∑
i=0

(
(−1)i

(
l

i

)
Jk+l−i(x2)−

(
k

i

)
Jk+l−i(x1)

)
(
∂

∂x2

)ix−1
1 δ(

x1

x2

)

+(−1)k
k!l!c

(k + l + 1)!
(
∂

∂x2

)k+l+1x−1
1 δ(

x1

x2

)

Zbog Propozicije 2.2 (x1 − x2)m( ∂
∂x1

)nx−1
2 δ(x1

x2
) = 0 za m > n vidimo da mnoºenjem

komutatora sa (x1 − x2)k+l+2 postiºemo lokalnost.

Uo£imo da D̂(1) sadrºi i Virasorovu algebru V ir+(β) za β = 0. Tada je vakuum modul
MW∞
−2c ujedno i restringirani modul za Virasorovu algebru i vrijedi

36



Teorem 4.5. (MW∞
−2c , Y,1, J

1
−21) je algebra verteks operatora jako generirana poljima

Jk(x), k ∈ Z≥1 gdje je

Y (·, x) : MW∞
−2c → (EndMW∞

−2c )[[x, x−1]]

jedinstveno pro²irenje od

Y (Jk−k−11, x) =
∑
m∈Z

Jkmx
−k−m−1 = Jk(x).

Propozicija 4.6. Verteks algebra MW∞
−2c je generirana poljima J1(x) i J2(x), odnosno

MW∞
−2c = 〈J1

−21, J
2
−31〉.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo matemati£kom indukcijom. Zbog

J2
−1J

2
−31 = 4J3

−41− 2J2
−41,

slijedi baza indukcije, tj.
J3
−41 ∈ 〈J1

−21, J
2
−31〉.

Pretpostavimo da je za neki n, Jn−n−11 ∈ 〈J1
−21, J

2
−31〉. Tada

J2
−1J

n
−n−11 = (n+ 2)Jn+1

−n−21− 2Jn−n−21,

i time smo pokazali da je i Jn+1
−n−21 sadrºan u 〈J1

−21, J
2
−31〉.

Korolar 4.7. Svaki D̂(1)−modul iz kategorije O centralnog naboja c je modul za MW∞
−2c .

Posebno, svaki ireducibilni D̂(1)−modul najve¢e teºine je modul za MW∞
−2c .
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Poglavlje 5

Singularni vektori u MW∞
−2

U ovom poglavlju eksplicitno konstruiramo singularni vektor na nivou 4 u univerzalnoj
verteks�algebri MW∞

−2 . Precizno opisujemo najve¢e teºine podmodula najve¢e teºine pod-
modula generiranog tim singularnim vektorom. Dokazujemo da je kvocijent univerzalne
verteks�algebre MW∞

−2 po idealu generiranim tim singularnim vektorom jako generiran s
dva vektora. Ovi rezultati ¢e nam biti vaºni za kasniju identi�kaciju tog kvocijenta.

Teorem 5.1. MW∞
−2c na nivou 4 ima singularan vektor

vs = (J3
−4 − J2

−4 + J1
−4 − (J1

−2)2)1

i to samo za c = 1. Na nivoima 2 i 3 nema singularnih vektora.

Dokaz. Vektor na nivou 4 je razapet vektorima baze J3
−41, J

2
−41, J

1
−41 i (J1

−2)21. Singu-
larni vektor, ako postoji, mora biti oblika

vs = (AJ3
−4 +BJ2

−4 + CJ1
−4 +D(J1

−2)2)1,

A,B,C,D ∈ C.
Da bi bio singularan, mora vrijediti D̂(1)

+ vs = 0, tj. Jkmvs = 0, za sve m > 0. Imamo
relacije:

JkmJ
3
−4 = J3

−4J
k
m +

max(k,3)∑
i=1

((
3

i

)
[k +m]i −

(
k

i

)
[−1]i

)
Jk+3−i
m−4 + 6cδm,4[−1]k,

JkmJ
2
−4 = J2

−4J
k
m +

max(k,2)∑
i=1

((
2

i

)
[k +m]i −

(
k

i

)
[−2]i

)
Jk+2−i
m−4 + 2(k + 4)cδm,4[−1]k,

JkmJ
1
−4 = J1

−4J
k
m +

k∑
i=1

((
1

i

)
[k +m]i −

(
k

i

)
[−3]i

)
Jk+1−i
m−4 +

(k + 4)(k + 3)

2
cδm,4[−1]k,

Jkm(J1
−2)2 = (J1

−2)2Jkm + 2(k +m)J1
−2J

k
m−2 − 2

k∑
i=1

(
k

i

)
[−1]iJ

1
−2J

k+1−i
m−2 + 2cδm,2[−1]kJ

1
−2+

+
k∑
i=1

((
1

i

)
[k +m]i −

(
k

i

)
[−1]i

) k+i−1∑
j=1

((
1

j

)
[k +m− 1− i]j −

(
k + 1− i

j

)
[−1]j

)
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·Jk+2−i−j
m−4 + cδm,4

k2 + 3k + 8

2
[−1]k.

Jasno je Jkmvs = 0, za svaki m > 4. Za m = 4 netrivijalni su samo £lanovi dobiveni iz
kociklusa. Da bi oni bili nula, za svaki prirodan k mora vrijediti

6A+ 2B(k + 4) + C
k2 + 7k + 12

2
+D

k2 + 3k + 8

2
= 0.

Uspore�ivanjem koe�cijenata uz potencije od k dobijemo sustav

6A+ 8B + 6C + 4D = 0,

2B +
7

2
C +

3

2
D = 0,

C

2
+
D

2
= 0,

£ije je rje²enje (A,−A,A,−A), tj.

vs = (J3
−4 − J2

−4 + J1
−4 − (J1

−2)2)1.

Preostaje pokazati da Jkm, m ∈ {1, 2, 3} poni²tavaju vs. Koriste¢i gornje formule vidimo
da Jk3 vs sadrºi samo £lanove Jk11 1 i Jk2−11 koji su u kvocijentnom modulu 0.

U slu£aju m = 2
J1

2vs = (2c− 2)J1
−21

pa slijedi da centralni naboj nuºno mora biti c = 1. Uo£imo J2
0vs = −4vs i induktivno

pokaºimo Jk2 vs = 0 za sve cijele k ≥ 1. Bazu imamo. Pretpostavimo da tvrdnja J i2vs = 0
vrijedi za sve i ≤ k. Slijedi

0 = J2
0J

k
2 vs =

max(k,2)∑
i=1

A2,k
0,2(i)Jk+2−i

2 vs+Jk2 J
2
0vs = (−4Jk+1

2 +

max(k,2)∑
i=2

A2,k
0,2(i)Jk+2−i

2 −4Jk2 )vs.

Zbog pretpostavke indukcije

(

max(k,2)∑
i=2

A2,k
0,2(i)Jk+2−i

2 − 4Jk2 )vs = 0

pa je i −4Jk+1
2 vs = 0 odnosno Jk+1

2 vs = 0.
Analogno zbog J1

1vs = 0 i J2
0vs = −4vs induktivno slijedi Jk1 vs = 0 za sve cijele k ≥ 1.

Time smo pokazali da vs = (J3
−4−J2

−4+J1
−4−(J1

−2)2)1 jest singularan vektor za vakuum
modul. Direktno vidimo da na nivoima 2 i 3 ne moºe postojati singularan vektor:

Jk2 J
1
−21 = c

k!

(k + 1)!
[k + 2]2[−1]k1 6= 0,

Jk3 (αJ1
−3 + βJ2

−3)1 = c(α(k + 3) + 2β)1 6= 0.

Metodu iz prethodnog dokaza, iz dijela gdje dokazujemo Jk11 = Jk21 = 0, korisno je
zapisati kao lemu, jer ¢e i kasnije biti korisna za provjeru singularnosti vektora na ve¢im
nivoima.
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Lema 5.2. Neka je v ∈ MW∞
−2c takav da J2

0v = αv i Jkmv = 0 za neki α ∈ C, m ∈ Z\{0},
k ∈ Z≥0. Tada je i Jk+1

m v = 0.

Dokaz.

0 = J2
0J

k
mv = ((2k − 2(k +m))Jk+1

m + (k2 − k − [k +m]2)Jkm + JkmJ
2
0 )v =

= −2mJk+1
m v + αJkmv = −2mJk+1

m v,

odnosno Jk+1
m v = 0.

Vrijedi rezultat o najve¢im teºinama

Propozicija 5.3. Za singularni vektor iz Teorema 5.1 vrijedi

Jk0 vs = 2(δk,1 − [−1]k)vs, ∀k ∈ Z≥1.

Dokaz. Rezultat J2
0vs = −4vs imamo u dokazu prethodnog teorema. Lako se vidi i

J1
0vs = 4vs, J3

0vs = 12vs. Induktivna metoda kao u Teoremu 5.1 ne funkcionira jer svi Jk0
me�usobno komutiraju. Ra£unamo za k > 3:

Jk0 vs = (
k+3∑
i=1

(

(
3

i

)
[k]i −

(
k

i

)
[−1]i)J

k+3−i
−4 −

k+2∑
i=1

(

(
2

i

)
[k]i −

(
k

i

)
[−2]i)J

k+2−i
−4 +

+
k∑
i=1

(

(
1

i

)
[k]i −

(
k

i

)
[−3]i)J

k+1−i
−4 −

k∑
i=1

(

(
1

i

)
[k]i −

(
k

i

)
[−1]i)

k+1−i∑
j=1

(

(
1

j

)
[k + 1− i]j−

−
(
k + 1− i

j

)
[−1]j)J

k+2−j−i
−4 − 2

k∑
i=1

(

(
1

i

)
[k]i −

(
k

i

)
[−1]i)J

1
−2J

k+1−i
−2 )1.

Vidimo da je Jk0 vs zaista na nivou 4. Izra£unamo koe�cijente uz vektore PBW baze
na nivou 4. Najjednostavniji je koe�cijent uz (J1

−2)21:

−2
k∑
i=1

(

(
1

i

)
[k]i −

(
k

i

)
[−1]i)δk+1−i,i = −2(δk,1 − [−1]k).

Za k > 3 koe�cijent uz J3
−41 je

〈J3
−41〉Jk0 vs = (−[−1]k)− (−k[−2]k−1) + (−

(
k

2

)
[−3]k−2)−

k−2∑
i=1

(δi,1k −
(
k

i

)
[−1]i)

(δk−i,2[k + 1− i]k−1−i −
(
k + 1− i
k − 1− i

)
[−1]k−1−i) = [−1]k(−1− k − k2 − k

4
−

(−k
2
− 3

2
−

k−2∑
i=1

k + 1− i
2

)) = −2[−1]k = 2(δk,1 − [−1]k).

Sli£no se provjeri da su i koe�cijenti uz J2
−41 i J1

−41 tako�er 2(δk,1 − [−1]k).

40



Propozicija 5.4. Ideal 〈vs〉 u MW∞
−2 sadrºi vektor

θ = (−22J1
−6 + 9J1

−2J
2
−4 − 2J1

−2J
1
−4 −

9

2
(J2
−3)2 − 9J1

−3J
2
−3 + 8(J1

−3)2 + 4(J1
−2)3)1.

Drugim rije£ima, u kvocijentnom modulu L̄W∞−2 = MW∞
−2 /〈vs〉 vrijedi relacija

(−22J1
−6 + 9J1

−2J
2
−4 − 2J1

−2J
1
−4 −

9

2
(J2
−3)2 − 9J1

−3J
2
−3 + 8(J1

−3)2 + 4(J1
−2)3)1 = 0.

Dokaz. Plan dokaza je da djelovanjem pogodnom linearnom kombinacijom operatora J3
−2,

(J2
−1)2, J1

−1J
2
−1, (J1

−1)2, J2
0 na vs pokaºemo da ideal 〈vs〉 sadrºi θ. Tako�er koristimo

relaciju koja slijedi iz singularnog vektora, J3
−41 = (J2

−4 − J1
−4 + (J1

−2)2)1. Ra£unamo
djelovanja navedenih operatora:

J2
−1vs = (5J4

−5 − 8J3
−5 + 10J2

−5 − 8J1
−5 − 6J1

−2J
2
−3 + 4J1

−2J
1
−3)1,

(J2
−1)2vs = (30J5

−6 − 66J4
−6 + 128J3

−6 − 156J2
−6 + 88J1

−6 − 24J1
−2J

3
−4 + 32J1

−2J
2
−4

−24J1
−2J

1
−4 − 18(J2

−3)2 − 8(J1
−3)2 + 24J1

−3J
2
−3)1,

J1
−1J

2
−1vs = (5J4

−6 − 16J3
−6 + 30J2

−6 − 32J1
−6 − 6J1

−3J
2
−3 − 6J1

−2J
2
−4 + 4(J1

−3)2

+8J1
−2J

1
−4)1,

J3
−2vs = (6J5

−6 − 14J4
−6 + 26J3

−6 − 36J2
−6 + 36J1

−6 − 8J1
−2J

3
−4 + 12J1

−2J
2
−4

−12J1
−2J

1
−4)1,

(J1
−1)2vs = (2J3

−6 − 6J2
−6 + 14J1

−6 − 4J1
−2J

1
−4 − 2(J1

−3)2)1.

Uspore�ivanjem i eliminacijom vode¢ih £lanova dobijemo

((J2
−1)2 − 5J3

−2)vs = (4J4
−6 − 2J3

−6 + 24J2
−6 − 92J1

−6 + 16J1
−2J

3
−4 − 28J1

−2J
2
−4

+36J1
−2J

1
−4 + 24J1

−3J
2
−3 − 18(J2

−3)2 − 8(J1
−3)2)1,

(−4J1
−1J

2
−1 + 5((J2

−1)2 − 5J3
−2))vs = (54J3

−6 − 332J1
−6 + 80J1

−2J
3
−4 − 116J1

−2J
2
−4

+148J1
−2J

1
−4 + 144J1

−3J
2
−3 − 90(J2

−3)2 − 56(J1
−3)2)1,

Eliminacijom J3
−61 pomo¢u (J1

−1)2vs dobijemo vektor

Ω = (−27(J1
−1)2 − 4J1

−1J
2
−1 + 5(J2

−1)2 − 25J3
−2)vs

= (162J2
−6−764J1

−6+80J1
−2J

3
−4−116J1

−2J
2
−4+256J1

−2J
1
−4−90(J2

−3)2+144J1
−3J

2
−3−2(J1

−3)2)1

= (162J2
−6−764J1

−6−36J1
−2J

2
−4 +176J1

−2J
1
−4 +80(J1

−2)3−90(J2
−3)2 +144J1

−3J
2
−3−(J1

−3)2)1,

J2
0 Ω = (−980J4

−6 + 2688J3
−6 − 6432J2

−6 + 10704J1
−6 − 768J1

−2J
3
−4 + 2744J1

−2J
2
−4

−3584J1
−2J

1
−4 + 864(J2

−3)2 − 888J1
−3J

2
−3 + 24(J2

−3)2)1,

Pomo¢u relacije za ((J2
−1)2 − 5J3

−2)vs eliminiramo £lan J4
−61

(245((J2
−1)2 − 5J3

−2) + J2
0 (−27(J1

−1)2 − 4J1
−1J

2
−1 + 5(J2

−1)2 − 25J3
−2))vs

= (2198J3
−6 − 552J2

−6 − 11836J1
−6 + 3152J−21J3

−4 − 4116J1
−2J

2
−4 + 5236J1

−2J
1
−4

−3546(J2
−3)2 + 4992J1

−3J
2
−3 − 1936(J1

−3)2)1
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Kombiniranjem sa (J1
−1)21, iz prethodnog rezultata eliminiramo £lan J3

−61 i dobijemo
da je vektor

Ω′ = (6042J2
−6 − 29420J1

−6 + 3152J1
−2J

3
−4 − 4116J1

−2J
2
−4 + 9632J1

−2J
1
−4 − 3546(J2

−3)2

+4992J1
−3J

2
−3 + 262(J1

−3)2)1,

po konstrukciji tako�er sadrºan u idealu generiranom singularnim vektorom vs.
Eliminacijom vode¢ih koe�cijenata u Ω i Ω′ dobijemo da je vektor

1136(−22J1
−6 + 4J1

−2J
3
−4 + 5J1

−2J
2
−4 + 2J1

−2J
1
−4 −

9

2
(J2
−3)2 − 9J1

−3J
2
−3 + 8(J1

−3)2)1 =

= 1136(−22J1
−6 + 9J1

−2J
2
−4 − 2J1

−2J
1
−4 −

9

2
(J2
−3)2 − 9J1

−3J
2
−3 + 8(J1

−3)2 + 4(J1
−2)3)1

sadrºan u 〈vs〉, pa onda i θ ∈ 〈vs〉.

Korolar 5.5. L̄W∞−2 = MW∞
−2 /〈vs〉 ima strukturu algebre verteks operatora.

Budu¢i da se u literaturi slovom L £esto ozna£ava ireducibilni modul najve¢e teºine,
oznaka L̄ nam sugerira da nam je taj kvocijent zasad samo kandidat za ireducibilan modul.

Teorem 5.6. Kvocijentna verteks algebra L̄W∞−2 je jako generirana poljima J1(x) i J2(x).

Dokaz. Pokaºimo prvo da se svi vektori oblika Jkm1, k + m < 0 mogu prikazati, odnosno
jako generirati, pomo¢u komponenti dva navedena polja. Uo£imo da prikazivost Jk−k−11
pomo¢u J1 i J2, pomo¢u derivacije povla£i i prikazivost Jkm1, m < −k − 1. Bazu mate-
mati£ke indukcije imamo iz singularnog vektora vs (koji je u kvocijentu 0), tj.

J3
−41 = (J2

−4 − J1
−4 + (J1

−2)2)1.

Pretpostavimo da su za sve i = 1, . . . , k, takve da k ≥ 3, m + i < 0, J im prikazivi
pomo¢u polja J1 i J2. Djelujemo operatorom Jk−1

−k+2 na gornju relaciju. Desna strana je

Jk−1
−k+2(J2

−4 − J1
−4 + (J1

−2)2)1 = (
k+1∑
i=1

Ak−1,2
−k+2,−4(i)Jk+1−i

−k−2 −
k−1∑
i=1

Ak−1,1
−k+2,−4(i)Jk−i−k−2+

2J1
−2

k−1∑
i=1

Ak−1,1
−k+2,−2(i)Jk−i−k +

k−1∑
i=1

k−i∑
j=1

Ak−1,1
−k+2,−2(i)Ak−i,1−k,−2(j)Jk+1−i−j

−k−2 )1

S druge strane gornji izraz je jednak izrazu

Jk−1
−k+2J

3
−41 =

k+2∑
i=1

(3δi,1 −
(
k − 1

i

)
[−1]i)J

k+2−i
−k−2 .

U prvoj jednadºbi svi J lm1 imaju superindeks l ≤ k, pa su po pretpostavci indukcije
prikazivi pomo¢u J1 i J2. U drugoj jednadºbi je sli£na situacija, jedina je iznimka £lan
Jk+2−1
−k−2 1. Njegov koe�cijent je 3 − (k − 1)[−1]1 = k + 2 dakle netrivijalan. Dakle vektor
Jk+2−1
−k−2 1 je linearna kombinacija vektora manjeg superindeksa, koji su po pretpostavci

prikazivi pomo¢u polja J1 i J2, pa isto moºemo zaklju£iti i za njega.

U sljede¢em poglavlju povezat ¢emo ove rezultate s W -algebrom W2,3, c = −2.
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Poglavlje 6

Verteks algebra W∞ sa centralnim
nabojem -2 i W2,3�algebra

U ovom poglavlju konstruiramo izomor�zam verteks algebri L̄W∞−2 iW2,3 sa centralnim
nabojem −2. W. Wang je u £lanku [36] dao fermionsku realizaciju od W2,3 sa centralnim
nabojem −2 i klasi�cirao njene ireducibilne module. Identi�cirao je singularne vektore
na nivou 6 u univerzalnoj verteks-algebri pridruºenoj W2,3.

Mi ¢emo ovdje napraviti novi pristup verteks�algebri W2,3. Realizirat ¢emo W2,3 sa
centralnim nabojem −2 kao kvocijent univerzalne verteks algebre pridruºene W∞ s cen-
tralnim nabojem −2. Ta verteks algebra ima netrivijalan ideal generiran singularnim
vektorom na nivou 4. Prvo pokazujemo da je kvocijent univerzalne verteks-algebre pri-
druºene W∞ po tom idealu W�algebra tipa W2,3. Nadalje pokazujemo da su i Wangovi
singularni vektori za W2,3 nula u kvocijentu. Na taj na£in identi�ciramo na² kvocijent
algebre W∞ s W2,3�algebrom iz Wangovog £lanka. Ove identi�kacija je nova.

De�nicija 6.1. W2,3 je univerzalna verteks algebra generirana poljima

L(z) =
∑
n∈Z

L(n)z−n−2, W (z) =
∑
n∈Z

W (n)z−n−3

takvima da su ispunjene relacije

[L(m), L(n)] = (m− n)L(m+ n) +
c

12
(m3 −m)δm,−n,

[L(m),W (n)] = (2m− n)W (m+ n),

[W (m),W (n)] = (m− n)

(
1

15
(m+ n+ 3)(m+ n+ 2)− 1

6
(m+ 2)(n+ 2)

)
L(m+ n) + β(m− n)Λm+n +

c

360
[m+ 2]5δm,−n,

pri £emu je c ∈ C centralni naboj, β = 16/(22 + 5c) i

Λm =
∑
n≤−2

L(n)L(m− n) +
∑
n>−2

L(m− n)L(n)− 3

10
[m+ 3]2L(m)
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Univerzalna verteks-algebra W2,3 postoji generi£ki. Njena egzistencija je diskutirana
u �zikalnim £lancima [38]. Eksplicitan matemati£ki dokaz egzistencije ove univrzalne
verteks�algebre dan je u £lanku A. De Solea i V. G. Kaca [16]. Njihova konstrukcija
koristi nelinearne konformne algebre. Zbog svega toga je gornja de�nicija korektna.

Verteks algebru W2,3 generiraju vektori W (−3)1 i L(−2)1. W (n)1 = L(m)1 = 0,
za sve n > −3, m > −2. Ponekad nam je korisno koristiti pomaknutu indeksaciju
Ln = (L(−2)1)n = L(n− 1), Wn = (W (−3)1)n = W (n− 2).

Teorem 6.2 ([36], Lema 2.1). 1) Ne postoji singularan vektor u (W2,3)n, n < 6.

2) Postoje dva linearno nezavisna singularna vektora u (W2,3)6,

vs = (
3

2
W 2
−3 −

19

36
L2
−3 −

8

9
L3
−2 −

14

9
L−2L−4 +

44

9
L−6)1

v′s = (
9

2
W−6 + 9L−3W−3 − 6L−2W−4)1

3)

v′s =
27

98
W0vs, vs =

1

36
W0v

′
s

4)

W0(6vs ±
98

27
v′s) = ±6(vs ±

98

27
v′s).

�elimo imitirati Propoziciju 2.7, tj. pokazati da su pomo¢u kona£no mnogo netrivi-
jalnih (i beskona£no mnogo trivijalnih) relacija za djelovanja

L̄nL̄, L̄nW̄ , W̄nW̄

zadane relacije W2,3 algebre.

Teorem 6.3. Ako je verteks algebra V generirana poljima

L̄(z) =
∑
n∈Z

L̄(n)z−n−2 i W̄ (z) =
∑
n∈Z

W̄ (n)z−n−3

takvima da su ispunjene relacije

W̄0W̄ = W̄ (−2)W̄ (−3)1 = (−10

3
L̄(−5) +

8

3
L̄(−2)L̄(−3))1

W̄1W̄ = (−L̄(−4) +
8

3
L̄(−2)2)1, W̄2W̄ = L̄(−3)1, W̄3W̄ = 2L̄(−2)1,

W̄4W̄ = 0, W̄5W̄ =
c

3
1, W̄nW̄ = 0, zan ≥ 6,

L̄0L̄ =
1

2
L̄, L̄1L̄ = DL̄, L̄2L̄ = 0, L̄3L̄ =

c

2
1, L̄nL̄ = 0, zan ≥ 4,

L̄0W̄ = DW̄, L̄1W̄ = 3W̄ , L̄nW̄ = 0, zan ≥ 2,

tada postoji homomor�zam verteks algebri W2,3 → V , de�niran sa

W (z) 7→ W̄ (z),

L(z) 7→ L̄(z).
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Dokaz. Teorem dokazujemo direktno, uvr²tavanjem u relacije W2,3 algebre.

W0W = W (−2)W (−3)1 = (
2

5
L(−5) +

4

3
(L(−2)L(−3) + L(−3)L(−2))

−12

5
L(−5))1 = (−2L(−5) +

8

3
L(−2)L(−3)− 4

3
L(−5))1 =

= (−10

3
L(−5) +

8

3
L(−2)L(−3))1,

W1W = W (−1)W (−3)1 = (2(
1

15
(−4 + 3)(−4 + 2)− 1

6
(−1))L(−4)

+2
4

3
((L(−2))2 − 3

10
[−1]2L(−4)))1 = (−L(−4) +

8

3
L(−2)2)1.

W2W = W (0)W (−3)1 = (3(
1

15
· 0 · (−1)− 1

6
· 2 · (−1))L(−3)

+
4

3
· 3 · (0− 3

10
[0]5L(−3)))1 = L(−3)1,

W3W = W (1)W (−3)1 = (4(
1

15
· 0 · (1)− 1

6
· 3 · (−1))L(−2)

+
4

3
· 4 · (0− 3

10
[1]5L(−2)))1 = 2L(−2)1,

W4W = W (2)W (−3)1 = (5(
1

15
· 1 · 2− 1

6
· 4 · (−1))L(−1)

+
4

3
· 5 · (− 3

10
[2]5L(−1)))1 = αL(−1)1 = 0,

W5W = W (3)W (−3)1 = (6(
1

15
· 2 · 3− 1

6
· 5 · (−1))L(0)

+
4

3
· 6 · (− 3

10
[3]5L(0)) +

c

360
· 5!)1 =

c

3
1

Sada promatramo slu£aj za centralni naboj c = −2 da bismo uspostavili vezu sa L̄W∞−2 .

Teorem 6.4. Preslikavanje Φ :W2,3 → L̄W∞−2 de�nirano sa

L(n) 7→ J1
n, W (n) 7→

√
2

3
(J2
n +

n+ 2

2
J1
n),

odnosno

L(x) 7→ J1(x), W (x) 7→
√

2

3
(J2(x)− 1

2
DJ1(x))

je homomor�zam verteks algebri.
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Dokaz. Prve dvije relacije iz de�nicije algebre W2,3 provjerimo direktno

[L(m), L(n)] = [J1
m, J

1
n] = ((m+ 1)− (n+ 1))J1+1−1

m+n + cδm,−n
[m+ 1]2[1−m]1

3!

= (m− n)L(m+ n) +
δm,−n(m−m3)

6

[L(m),W (n)] = [J1
m,

√
2

3
(J2
n +

n+ 2

2
J1
n)] =

√
2

3
([J1

m, J
2
n] +

n+ 2

2
[J1
m, J

1
n]) =√

2

3
((2(m+ 1)− (n+ 2))J2

m+n + [m+ 1]2J
1
m+n + cδm,−n

2

24
[m+ 1]3(2−m)+

n+ 2

2
((m− n)J1

m+n + cδm,−n
1

6
(m−m3))) =

√
2

3
((2m− n)J2

m+n

+
m+ n+ 2

2
(2m− n)J1

m+n) = (2m− n)W (m+ n).

Zbog Teorema 6.3 dovoljno je provjeriti da vrijede relacije iz tog teorema da bi slijedila
relacija za komutator [W (m),W (n)] iz de�nicije W2,3 verteks algebre.

W0W = W (−2)W (−3)1 =

√
2

3
J2
−2

√
2

3
(J2
−3 −

1

2
J1
−3)1 =

2

3
(2J3
−5 − 4J2

−5 + 3J1
−5)1 =

2

3
(2(2J2

−5 − 4J1
−5 + 2J1

−2J
1
−3)− 4J2

−5 + 3J1
−5)1 =

(
−10

3
J1
−5 +

8

3
J1
−2J

1
−3)1.

W1W = W (−1)W (−3)1 =
2

3
(J2
−1 +

1

2
J1
−1)(J2

−3 −
1

2
J1
−3)1 =

2

3
(4J3
−4 − 4J2

−4

+
5

2
J1
−4)1 =

2

3
(−3

2
J1
−4 + 4(J1

−2)2)1 = (−L(−4) +
8

3
L(−2)2)1.

W2W = W (0)W (−3)1 =
2

3
(J2

0 + J1
0 )(J2

−3 −
1

2
J1
−3)1 =

2

3

3

2
J1
−31 = L(−3)1.

W3W = W (1)W (−3)1 =
2

3
(J2

1 +
3

2
J1

1 )(J2
−3 −

1

2
J1
−3)1 = 2J1

−21 = 2L(−2)1.

W4W = W (2)W (−3)1 =
2

3
(J2

2 + 2J1
2 )(J2

−3 −
1

2
J1
−3)1 = 0.

W5W = W (3)W (−3)1 =
2

3
(J2

3 +
5

2
J1

3 )(J2
−3 −

1

2
J1
−3)1 =

−2

3
1.
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Ve¢ smo izra£unali u Propoziciji 5.4 da je vektor

θ = (−22J1
−6 + 9J1

−2J
2
−4 − 2J1

−2J
1
−4 −

9

2
(J2
−3)2 − 9J1

−3J
2
−3 + 8(J1

−3)2 + 4(J1
−2)3)1

sadrºan u idealu generiranom singularnim vektorom vs = (J3
−4 − J2

−4 + J1
−4 − (J1

−2)2)1,

odnosno θ = 0 u L̄W∞−2 . Zapi²imo θ u terminima L(n) = J1
n i W (n) =

√
2
3
(J2
n + n+2

2
J1
n):

(−22J1
−6 + 9J1

−2J
2
−4 − 2J1

−2J
1
−4 −

9

2
(J2
−3)2 − 9J1

−3J
2
−3 + 8(J1

−3)2 + 4(J1
−2)3)1

= −22L−6 + 9L−2(

√
3

2
W−4 + L−4)− 2L−2L−4 + 4L3

−2 −
9

2
(

√
3

2
W−3 +

1

2
L−3)2

− 9L−3(

√
3

2
W−3 +

1

2
L−3) + 8L2

−3

= −22L−6 +
19

8
L2
−3 + 4L3

−2 −
27

4
W 2
−3 + 7L−2L−4

−
√

3

2
(
27

4
W−6 +

27

2
L−3W−3 − 9L−2W−4)

Teorem 6.5. Neka su

vs = (
3

2
W 2
−3 −

19

36
L2
−3 −

8

9
L3
−2 −

14

9
L−2L−4 +

44

9
L−6)1

v′s = (
9

2
W−6 + 9L−3W−3 − 6L−2W−4)1

linearno nezavisni singularni vektori iz Teorema 6.2. Vrijedi Φ(vs) = Φ(vs′) = 0, odnosno
〈vs, vs′〉 ⊂ KerΦ.

Dokaz. Gornjim ra£unom je pokazano

0 = θ = −9

2
Φ(vs) +

3

2
Φ(v′s).

Teorem 6.2 tako�er sadrºi formule v′s = 27
98
W0vs, vs = 1

36
W0v

′
s koje povezuju dva singularna

vektora. Stoga

0 = W0(−9

2
Φ(vs) +

3

2
Φ(v′s)) =

−9 · 98

54
Φ(v′s) + 54Φ(vs)

. Determinanta sustava je 9 · 49/6− 81 6= 0 pa je nuºno Φ(vs) = Φ(v′s) = 0.

Teorem 6.6. L̄W2,3 =W2,3/〈vs, v′s〉 je izomorfna sa L̄W∞−2 .

Dokaz. Injektivnost slijedi iz Teorema 6.5, a surjektivnost iz £injenice da je L̄W∞−2 jako
generirana poljima J1(z) i J2(z) (Teorem 5.6).
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Poglavlje 7

Singularni vektori za W∞ do nivoa 10
za op¢enit centralni naboj

U ovom poglavlju klasi�ciramo centralne naboje za koje postoji singularni vektor u
MW∞
−2c za D̂(1) do nivoa 10. Dajemo eksplicitne formule za singularne vektore za u slu£aje-

vima c ∈ {−1, 2, 3, 4}. Pomo¢u eksplicitnih formula za te singularne vektore dokazujemo
da je pripadni kvocijent jako generiran Virasorovim vektorom i primarnim vektorima
teºine 3, 4, 5 u slu£ajevima c ∈ {−1, 2}. Ti rezultati ¢e nam biti vaºni u sljede¢im poglav-
ljima.

Teorem 7.1. Verteks algebra MW∞
−2c na nivoima 5, 7, 9 nema singularnih vektora. Na

nivou 6 ima singularan vektor samo ako je centralni naboj c ∈ {2,−1}. Za c = 2

vs = (
3

2
J5
−6 − 3J4

−6 + 5J3
−6 − 6J2

−6 + 6J1
−6 − 3J1

−2J
3
−4 + 3J1

−2J
2
−4 − 3J1

−2J
1
−4

+(J1
−2)3)1,

a za c = −1

vs = (
1

12
J5
−6 +

−1

6
J4
−6 + J3

−6 − J2
−6 + J1

−2J
3
−4 − J1

−2J
2
−4 − (J2

−3)2 + J1
−3J

2
−3)1.

Na nivou 8 ima singularan vektor samo za c = 3:

vs = (−54J1
−8 + 78J2

−8 − 90J3
−8 + 60J4

−8 − 27J5
−8 + 9J6

−8 − 3J7
−8 + 24J1

−2J
1
−6

−24J1
−2J

2
−6 + 20J1

−2J
3
−6 − 12J1

−2J
4
−6 + 6J1

−2J
5
−6 + 3J1

−4J
1
−4 − 6J1

−2J
1
−2J

1
−4

−6J1
−4J

2
−4 + 3J2

−4J
2
−4 + 6J1

−2J
1
−2J

2
−4 + 6J1

−4J
3
−4 − 6J2

−4J
3
−4 + 3J3

−4J
3
−4

−6J1
−2J

1
−2J

3
−4 + J1

−2J
1
−2J

1
−2J

1
−2)1

Na nivou 10 ima singularan vektor samo za c = 4:

vs = (15120J1
−10 − 15120J2

−10 + 9180J3
−10 − 4140J4

−10 + 1494J5
−10 − 450J6

−10

+120J7
−10 − 30J8

−10 +
15

2
J9
−10 − 270J1

−2J
1
−8 + 390J1

−2J
2
−8 − 450J1

−2J
3
−8 + 300J1

−2J
4
−8

−135J1
−2J

5
−8 + 45J1

−2J
6
−8 − 15J1

−2J
7
−8 − 60J1

−4J
1
−6 + 60J2

−4J
1
−6 − 60J3

−4J
1
−6

+60(J1
−2)2J1

−6 + 60J1
−4J

2
−6 − 60J2

−4J
2
−6 + 60J3

−4J
2
−6 − 60(J1

−2)2J2
−6 − 50J1

−4J
3
−6
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+50J2
−4J

3
−6 − 50J3

−4J
3
−6 + 50(J1

−2)2J3
−6 + 30J1

−4J
4
−6 − 30J2

−4J
4
−6 + 30J3

−4J
4
−6

−30(J1
−2)2J4

−6 − 15J1
−4J

5
−6 + 15J2

−4J
5
−6 − 15J3

−4J
5
−6 + 15(J1

−2)2J5
−6 + 15J1

−2(J1
−4)2

−10(J1
−2)3J1

−4 − 30J1
−2J

1
−4J

2
−4 + 15J1

−2(J2
−4)2 + 10(J1

−2)3J2
−4 + 30J1

−2J
1
−4J

3
−4

−30J1
−2J

2
−4J

3
−4 + 15J1

−2(J3
−4)2 − 10(J1

−2)3J3
−4 + (J1

−2)5)1

Dokaz. Djelovanjem operatora J1
1 ,J

2
1 i J1

5 na op¢enit vektor vs = (a1J
4
−5 +a2J

3
−5 +a3J

2
−5 +

a4J
1
−5 + a5J

1
−2J

2
−3 + a6J

1
−2J

1
−3)1 sa nivoa 5 dobijemo sustav 6 jednadºbi koji je ranga 6 pa

nema netrivijalnih rje²enja:
12a1 + 8a2 = 0

6a2 + 7a3 + 3a5 = 0

2a3 + 6a4 + 6a6 = 0

6a6 = 0

20a4 + 34a6 = 0

−24a1 − 36a2 − 30a3 − 20a4 − 14a5 − 28a6 = 0.

Dakle, nema ni singularnog vektora na nivou 5, bez obzira na centralni naboj c.

Vektor na nivou 6 mora biti oblika vs = (a1J
5
−6 + a2J

4
−6 + a3J

3
−6 + a4J

2
−6 + a5J

1
−6 +

a6J
1
−2J

3
−4 +a7J

1
−2J

2
−4 +a8J

1
−2J

1
−4 +a9(J1

−2)3 +a10(J2
−3)2 +a11J

1
−3J

2
−3 +a12(J1

−3)2)1, za neke
kompleksne ai, i = 1, .., 12.

Djelovanjem operatorima J1
1 , J

2
1 i J3

1 dobijemo sustav od 18 jednadºbi koji je ranga
10. Zapisane su one me�usobno nezavisne

20a1 + 10a2 = 0

12a2 + 9a3 + 3a6 + 10a10 = 0

6a3 + 8a4 + 6a7 − 8a10 = 0

2a4 + 7a5 + 9a8 − 3a9 − 4a10 − 2a11 − 4a12 = 0

6a6 + 6a7 + 4a10 + 4a11 = 0

2a7 + 5a8 + 9a10 + 2a11 + 8a12 = 0

60a1 + 30a2 + 15a3 + 25a6 + 40a10 = 0

24a2 + 6a3 + 14a4 − 12a6 + 30a7 − 40a10 + 14a11 = 0

6a3 − 14a4 + 13a5 − 34a7 + 35a8 + 15a9 + 40a10 − 14a11 + 28a12 = 0

60a8 + 180a9 + 48a12 = 0.

Dva linearno nezavisna rje²enja tog sustava su

(
3

2
,−3, 5,−6, 6,−3, 3,−3, 1, 0, 0, 0)

i
(

1

12
,
−1

6
, 1,−1, 0, 1,−1, 0, 0,−1, 1, 0).
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Drugim rije£ima, singularni vektor, ako postoji, mora biti u linearnoj ljusci vektora

vs,2 = (
3

2
J5
−6 − 3J4

−6 + 5J3
−6 − 6J2

−6 + 6J1
−6 − 3J1

−2J
3
−4 + 3J1

−2J
2
−4 − 3J1

−2J
1
−4 + (J1

−2)3)1,

vs,−1 = (
1

12
J5
−6 +

−1

6
J4
−6 + J3

−6 − J2
−6 + J1

−2J
3
−4 − J1

−2J
2
−4 − (J2

−3)2 + J1
−3J

2
−3)1.

Djelovanje operatorima Jkm za m = 5 ili m > 6 o£ito poni²tava gornje vektore, jer
MW∞
−2c nema vektora na nivou 1. Ve¢ imamo J1

1vs,2 = J1
1vs,−1 = 0. Direktnim ra£unom se

vidi
J2

0vs,2 = −6vs,2, J
1
2vs,2 = (3c− 6)(J3

−4 − J2
−4 + J1

−4 − (J1
−2)2)1,

J1
3vs,2 = J1

4vs,2 = J1
6vs,2 = 0.

Da bi J1
2 poni²tavao vs,2 mora biti c = 2. Zbog Leme 5.2 vidimo D̂(1)

+ vs,2 = 0, tj. vs,2
zaista jest singularni vektor za c = 2.

Razmotrimo sad drugog kandidata za singularni vektor, vs,−1. Vrijede relacije

J1
2vs,−1 = (c+ 1)(−J3

−4 + J2
−4), J1

3vs,−1 = −2(c+ 1)J1
−3,

J1
4vs,−1 = 4(c+ 1)J1

−2, J
1
6vs,−1 = 0.

Da bi vs,−1 bio singularan, zbog gornjih jednakosti mora biti c = −1. Zbog Leme 5.2
vidimo da je vs,−1 singularan za centralni naboj c = −1.

Eventualni tre¢i singularni vektor v bi morao biti oblika αvs,2 + βvs,−1. Djelovanjem
operatorima J1

3 i J1
2 vidimo α = β = 0.

Za singularne vektore na vi²im nivoima imitiramo ovu proceduru. Za vektor v na
nivou n znamo da je oblika

v =
∑

αivi,

gdje su vi = (
∏r

j=1 J
kj
mj)1 vektori PBW baze iz Propozicije 4.2 takvi da

m1 + · · ·+mr = n.

Na v djelujemo operatorima Jkm za 'male' m = 1, . . . , n, k ∈ Z>0 i koriste¢i komutacijske
relacije u D̂(1) dobijemo sustav jednadºbi Ax = 0 po koe�cijentima x = (αi). Ukoliko
je prostor rje²enja dimenzije ve¢e od 1, uzmemo novi operator Jk+1

m . Komutacijskim
relacijama iz nuºnog uvjeta singularnosti Jk+1

m v = 0 dobijemo novi sustav A′x = 0, tako
da retke matrice A′ koji su linearno nezavisni sa retcima od A 'dodamo' sustavu Ax = 0.
Ukoliko Jk+1

m v = 0 nije producirao nijednu jednadºbu linearno nezavisnu sa Ax = 0,
prelazimo na uvjet J1

m+1v = 0.
Budu¢i da je za nivoe ve¢e od 5 rije£ o velikim sustavima jednadºbi koristimo softver

za svo�enje uvjeta Jkmv = 0 na sustav jednadºbi A′x = 0.
Ukoliko u nekom koraku dobijemo da je defekt d(A) = 0, zaklju£ujemo da singularni

vektor ne postoji, i to je slu£aj na nivoima 7 i 9. Ako dobijemo d(A) = 1 dobili smo
vektor v koji ispunjava nuºne uvjete singularnosti, poni²tavaju ga neki od operatora Jkm,
m > 0. Da bi provjerili da ga poni²tavaju svi takvi Jkm, dovoljna nam je provjera da je
v svojstveni vektor za J2

0 te da ga poni²tavaju J1
m, m = 1, . . . , n. Time smo u uvjetima

Leme 5.2 i v jest singularan vektor. Na ovaj na£in dobijemo preostale singularne vektore
iz teorema.

Teorem 7.2. L̄W∞−2c = MW∞
−2c /〈vs〉 je jako generirana poljima J1(z), J2(z), J3(z) i J4(z),

za c ∈ {−1, 2}.
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Dokaz. Postupamo kao kod Teorema 5.6.
Ako je Jk−k−11 jako generiran sa J1(z), J2(z), J3(z) i J4(z), pomo¢u derivacije zaklju-

£ujemo da je i svaki Jkm1, m < −k− 1 prikaziv na taj na£in, pa onda i svi monomi oblika
(
∏r

i=1 J
ki
mi

)1, ki ≤ k.
Baza matemati£ke indukcije, odnosno prikazivost vektora J5

−61, slijedi iz singularnih
vektora vs,c,

J5
−61 =

2

3
(3J4
−6 − 5J3

−6 + 6J2
−6 − 6J1

−6 + 3J1
−2J

3
−4 − 3J1

−2J
2
−4 + 3J1

−2J
1
−4 − (J1

−2)3)1,

za c = 2, odnosno

J5
−61 = 12(

1

6
J4
−6 − J3

−6 + J2
−6 − J1

−2J
3
−4 + J1

−2J
2
−4 + (J2

−3)2 − J1
−3J

2
−3)1.

za c = −1.
Pretpostavimo da su za sve i ≤ k, J im1 prikazivi pomo¢u dana 4 polja. Vektor Jk−3

−k+4vs,c
je sadrºan u idealu generiranom singularnim vektorom, odnosno iznosi 0 u kvocijentu.
Naprimjer za c = 2 imamo

Jk−3
−k+4(J5

−6 − 2J4
−6 +

10

3
J3
−6 − 4J2

−6 + 4J1
−6 − 2J1

−2J
3
−4 + 2J1

−2J
2
−4

−2J1
−2J

1
−4 −

2

3
(J1
−2)3)1 = 0.

Zbog komutacijskih relacija u D̂(1) od prvog monoma dobijemo

Jk−3
−k+4J

5
−61 =

max{k−3,5}∑
i=1

((
5

i

)
[1]i −

(
k − 3

i

)
[−1]i

)
Jk+2−i
−k−2 1

pa je jedini £lan koji ima superindeks ve¢i od k onaj vode¢i, tj. Jk+2−1
−k−2 1 i njegov koe�cijent

je 5 + (k − 3) = k + 2 6= 0. Svi ostali £lanovi su manjeg superindeksa, po pretpostavci
indukcije prikazivi pomo¢u J1(z), J2(z), J3(z) i J4(z). Ostali monomi u izrazu Jk−3

−k+4vs,c
su oblika

Jk−3
−k+4(

r∏
i=1

Jkimi
)1,

pri £emu su svi ki ≤ 4, ²tovi²e,
∑r

i=1 ki ≤ 4. To zna£i da komutiranjem nadesno operatora
Jk−3
−k+4 koji anihilira vakuum, moºemo dobiti operator superindeksa najvi²e

k − 3 +
∑

ki − r ≤ k.

Induktivna pretpostavka povla£i da su monomi Jk−3
−k+4(

∏r
i=1 J

ki
mi

)1 jako generirani poljima
J l(z), l = 1, 2, 3, 4, pa pa je i Jk+1

−k−21 jako generiran sa ta 4 polja.
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Poglavlje 8

Primarni vektori u W∞

Motivirani rezultatima iz prethodnog poglavlja klasi�ciramo primarne vektore u verteks�
algebri MW∞

−2c koji imaju konformne teºine 3, 4, 5.
Budu¢i da je MW∞

−2c algebra verteks operatora (teorem 4.5), tada je ona i modul za
Virasorovu algebru V ir+(β) centralnog naboja −2c za β = 0. U tom slu£aju nas zanimaju
singularni vektori u MW∞

−2c za Virasorovu algebru. Takvi vektori se nazivaju primarnim
vektorima i zbog uvjeta singularnosti moraju ispunjavati

L(n)v = 0, za sve n ≥ 1.

Na nivou 3, primarni vektor w3, ako postoji, mora biti oblika

w3 = (αJ2
−3 + βJ1

−3)1

za neke kompleksne skalare α i β. Ovaj vektor je o£ito anihiliran sa svakim L(n), n ≥ 2.
Preostaje iz uvjeta da djelovanje operatora L(1) anihilira w3 odrediti skalare α i β.

L(1)w3 = J1
1 (αJ2

−3 + βJ1
−3)1 = (α(5J2

−2 + 2J1
−2) + β(4J1

−2))1 = (2α + 4β)J1
−21

Vidimo da ¢e to biti 0 ako i samo ako α = −2β, pa

w3 = (J2
−3 +

−1

2
J1
−3)1

zaista jest primarni vektor.
Uo£imo da smo ovaj vektor ve¢ koristili u Teoremu 6.4 za konstrukciju homomor�zma

W2,3 → L̄W∞−2c za centralni naboj −2.
Sad ºelimo sli£nim pristupom povezati verteks algebru W2,3,4,5 i L̄W∞−2c . W2,3,4,5 je

generirana sa 3 primarna vektora konformnih teºina 3, 4 i 5, pa nam trebaju primarni
vektori w3, w4 i w5 u MW∞

−2c .

Teorem 8.1. Primarni vektori u MW∞
−2c na nivoima 3, 4 i 5 su dani formulama

w3 = (J2
−3 +

−1

2
J1
−3)1,

w4 = (
5c− 11

6
J3
−4 +

11− 5c

6
J2
−4 +

c− 4

3
J1
−4 + (J1

−2)2)1

w5 = (
7c− 57

60
J4
−5 +

57− 7c

40
J3
−5 +

3c− 33

20
J2
−5 +

21− c
20

J1
−5 −

1

2
J1
−2J

1
−3 + J1

−2J
2
−3)1
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Dokaz. U diskusiji prije teorema smo pokazali da je w3 zaista primarni. Vektor w4 traºimo
u obliku

w = (a1J
1
−4 + a2J

2
−4 + a3J

3
−4 + a4(J1

−2)2)1.

O£ito ga poni²tavaju svi L(n) = J1
n za n ≥ 3, dok nam nuºne i dovoljne uvjete da je w

primaran daju jednadºbe
J1

1w = 0,

J1
2w = 0.

Operatori J1
1 i J1

2 poni²tavaju vektor 1, pa ih kori²tenjem komutacijskih relacija pomi£emo
desno do vakum vektora. Na taj na£in dobijemo sustav jednadºbi

A4


a1

a2

a3

a4


← J1

−4

← J2
−4

← J3
−4

← (J1
−2)2

=

5 2 0 3
0 6 6 0
6 6 6 8− 2c



a1

a2

a3

a4

 = 0

Lako se vidi da je jezgra tog sustava upravo jednodimenzionalni potprostor

KerA4 = SpanC




c−4
3

11−5c
6

5c−11
6

1




odnosno primarni vektori na nivou 4 su kolinearni sa vektorom w4 = (5c−11
6
J3
−4+ 11−5c

6
J2
−4+

c−4
3
J1
−4 + (J1

−2)2)1.
w5 traºimo u obliku

w = (a1J
1
−5 + a2J

2
−5 + a3J

3
−5 + a4J

4
−5 + a5J

1
−2J

1
−3 + a6J

1
−2J

2
−3)1.

O£ito ga poni²tavaju svi L(n) = J1
n za n ≥ 4, dok nam nuºne i dovoljne uvjete da je w

primaran daju jednadºbe
J1

1w = 0,

J1
2w = 0,

J1
3w = 0.

Operatori J1
1 , J

1
2 i J1

3 poni²tavaju vektor 1, pa ih kori²tenjem komutacijskih relacija
pomi£emo desno do vakum vektora. Na taj na£in dobijemo sustav jednadºbi

A5


a1

a2

a3

a4

a5

a6


← J1

−5

← J2
−5

← J3
−5

← J4
−5

← J1
−2J

1
−3

← J1
−2J

2
−3

=



6 2 0 0 6 0
0 7 6 0 0 3
0 0 8 12 0 0
0 0 0 0 4 2
7 6 6 0 12− c 0
0 9 18 24 0 12− c
8 12 24 24 20− 4c 10− 2c




a1

a2

a3

a4

a5

a6

 = 0
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Lako se vidi da je jezgra tog sustava upravo jednodimenzionalni potprostor

KerA5 = SpanC





21−c
20

3c−33
20

57−7c
40

7c−57
60
−1
2

1




odnosno primarni vektori na nivou 5 su kolinearni sa vektorom w5 = (7c−57

60
J4
−5+ 57−7c

40
J3
−5+

3c−33
20

J2
−5 + 21−c

20
J1
−5 − 1

2
J1
−2J

1
−3 + J1

−2J
2
−3)1

Uo£imo tako�er da za (Virasorov) centralni naboj −2c = −2, odnosno (Liejev) c = 1,
primarni vektor w4 postaje upravo singularni vektor za Liejevu algebru D̂(1),

v = (J3
−4 − J2

−4 + J1
−4 − (J1

−2)2)1.

To je i o£ekivano jer
V ir(0)+ ⊂ D̂(1)

+ ,

odnosno vektor koji je singularan za D̂(1) mora biti singularan i za V ir(0).
Konstruktivni postupak u dokazu teorema nalazi primarni vektor za op¢enit c i poka-

zuje da ne postoji nijedan drugi primarni vektor na nivou 4, za c = 1.
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Poglavlje 9

Eksplicitna realizacija i simplekti£ki
fermioni

U ovom poglavlju ¢emo ponoviti eksplicitnu realizaciju verteks algebre W1+∞ iz [19],
te ju modi�cirati i primjeniti na verteks�algebru W∞. Ta konstrukcija daje ulaganje pri-
padne proste verteks algebre u Cli�ordovu verteks superalgebru. Koriste¢i te ideje autori
su u [19] klasi�cirali ireducibilne module. Na² cilj je dokazati analogne rezultate za slu£aj
verteks algebre tipa W∞. Ulogu Cli�ordove verteks-algebre zamijenit ¢e verteks-algebra
pridruºena simplekti£kim fermionima iz [2]. Umjesto algebre ĝl mi ¢emo gledati njenu
podalgebru ĝlo. Koriste¢i eksplicitnu realizaciju pokazat ¢emo da na simplekti£kim fermi-
onima imamo komutiraju¢e djelovanje grupe GL(l) i verteks-algebre W∞. Kao posljedica
ove konstrukcije bit ¢e dokazano da se prosta verteks-algebra pridruºenaW∞ realizira kao
podalgebra simplekti£kih fermiona.

9.1 Teoremi o dekompoziciji pomo¢u dualnih parova

Sada ¢emo navesti konstrukciju i teorem iz [26] koji su nam klju£ni u dekompoziciji
Cli�ordove verteks algebre u izotipske podmodule.

Neka je A asocijativna algebra nad C i neka je g Liejeva algebra takva da je asocijativna
algebra A ujedno i g−modul. A-modul V se naziva (A, g)-modulom ako V ima strukturu
g-modula tako da je

g(av) = (ga)v + a(gv), g ∈ g, a ∈ A.

Neka je
Ag = {a ∈ A| ga = 0}.

U primjeni ¢emo se fokusirati ba² na tu podalgebru invarijanti.
Za ireducibilan g−modul E, sa VE ozna£imo sumu svih g−podmodula od V izomorfnih

sa E. VE se naziva E-izotipska komponenta g−modula V . VE je i Ag−podmodul od V .
Naime za svaki g−podmodul U od V vrijedi da je preslikavanje U → aU , u 7→ au
g−homomor�zam. Odaberemo jednodimenzionalan potprostor F od E. Zbog Schurove
leme tad postoji jedinstven izbor (ovisan o F ) jednodimenzionalnih potprostora F ′ u
svakom ireducibilnom g−podmodulu od VE. Sa V E ozna£imo sumu svih takvih F ′. V E

je Ag-podmodul od VE i vrijedi
VE = E ⊗ V E,
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pa je
V =

⊕
E

(E ⊗ V E),

gdje sumacija ide po svim klasama ekvivalencije ireducibilnih g−modula. Uz ove oznake
vrijedi teorem:

Teorem 9.1. [26], Theorem 1.1. Neka je A poluprost g−modul. Neka je V (g, A)−modul
takav da je

1. V ireducibilan A−modul

2. V je direktna suma najvi²e prebrojivo mnogo kona£nodimenzionalnih ireducibilnih
g−modula.

Tada je svaka izotipska komponenta VE ireducibilan (g, A)-modul, odnosno svaki V E je
ireducibilan Ag-modul.

Treba nam i analogna tvrdnja za slu£aj gdje umjesto Liejeve algebre g imamo grupu
G. Tada se postavlja uvjet da je A modul za G. A−modul V je (G,A)-modul ako V ima
strukturu G-modula tako da

g(av) = (ga)(gv), g ∈ G, v ∈ V, a ∈ A.

Analogno se de�nira AG. Ponovo vrijedi dekompozicija na izotipske komponente

V =
⊕
E

(E ⊗ V E),

gdje E ide po klasama ekvivalencije ireducibilinih G− modula.

Teorem 9.2. [26], Remark 1.1. Neka je A poluprost G−modul. Neka je V (G,A)−modul
takav da je

1. V ireducibilan A−modul

2. V je direktna suma najvi²e prebrojivo mnogo kona£nodimenzionalnih ireducibilnih
G−modula.

Tada je svaka izotipska komponenta VE ireducibilan (G,A)-modul, odnosno svaki V E je
ireducibilan AG-modul.

9.2 Kona£nodimenzionalne ireducibilne

reprezentacije od gl(l) i GL(l,C)
GL(l,C) je grupa regularnih l× l matrica nad poljem kompleksnih brojeva C. gl(l) je

pak Liejeva algebra l × l matrica, dakle vektorski prostor Ml(C) uz komutator [A,B] =
AB −BA.

Navest ¢emo jo² poznati rezultat o klasi�kaciji ireducibilnih GL(l,C) (pa time i gl(l))
modula. Uo£imo torus T = (C×)l. Njega moºemo promatrati kao podgrupu dijagonalnih
matrica od GL(l,C).
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GL(l,C)-modul V se kao vektorski prostor dekomponira

V =
⊕

Vµ, Vµ = {v ∈ V, z · v = zµv = zµ11 . . . zµll v, za sve z ∈ T},

gdje su µ ∈ Zn teºine. Na skupu teºina de�niramo parcijalni ure�aj λ ≥ µ za

λ− µ = (k1, k2 − k1, . . . , kl−1 − kl−2,−kl−1), ki ≥ 0.

Kaºemo da V ima najve¢u teºinu λ ako Vλ 6= 0 te ako Vµ 6= 0 povla£i λ ≥ µ.
Sa N ozna£imo podgrupu unipotentnih matrica (gornjetrokutaste matrice sa jedini-

cama na dijagonali). Za vektor v ∈ V kaºemo da je vektor najve¢e teºine ako je
sadrºan u nekom Vλ i invarijantan je na djelovanje od N .

De�nira se podskup dominantnih teºina

Σ = {(m1,m2, . . . ,ml), m1 ≥ m2 ≥ · · · ≥ ml, mi ∈ Z}.

Teorem 9.3. Za svaku teºinu λ ∈ Σ postoji GL(l,C)−modul V (λ) za koji vrijede sljede¢e
(me�usobno ekvivalentne) tvrdnje:

1. V (λ) je ireducibilan i najve¢e teºine λ.

2. V (λ) ima jednodimenzionalan potprostor vektora najve¢e teºine i ti vektori imaju
teºinu λ.

Svaki ireducibilan kona£no�dimenzionalni modul za GL(l,C) je izomorfan nekom V (λ),
λ ∈ Σ.

Uz ovu terminologiju je jednodimenzionalna reprezentacija g 7→ det(g) ustvari iredu-
cibilna reprezentacija V (1, . . . , 1). Analogno je g 7→ det(g−1) ireducibilna reprezentacija
V (−1, . . . ,−1). Vrijedi

V (1, . . . , 1)⊗ V (λ) = V (λ1 + 1, . . . , λl + 1),

V (−1, . . . ,−1)⊗ V (λ) = V (λ1 − 1, . . . , λl − 1),

pa je dovoljno promatrati teºine λ iz skupa

P+ = {(m1,m2, . . . ,ml), m1 ≥ m2 ≥ · · · ≥ ml ≥ 0, mi ∈ Z}.

Kona£nodimenzionalne reprezentacije od GL(l,C) i gl(l) su u bijektivnoj korespoden-
ciji. Naime, reprezentacija

π : GL(l,C)→ Aut(V )

inducira reprezentaciju
dπe : gl(l)→ Der(V ),

gdje je dπe diferencijal reprezentacije grupe u identiteti, dok reprezentacija

π′ : gl(l)→ Der(V )

inducira reprezentaciju
exp ◦ π′ : GL(l,C)→ Aut(V ),

gdje je exp(π′(g)) =
∑∞

n=0
(π′(g))n

n!
.

Zbog ove konstrukcije, i ireducibilne reprezentacije od gl(l) i GL(l,C) su u 1-1 ko-
respodenciji. Uz tu korespodenciju imamo vezu vektora najve¢e teºine za Liejevu grupu
GL(l,C) i Liejevu algebru gl(l):

Propozicija 9.4. Netrivijalan vektor v ∈ Vµ je N− invarijantan (odnosno vektor najve¢e
teºine za grupu GL(l,C)) ako i samo ako Ei ·v = 0 za djelovanje Chevalleyevih generatora
Ei ∈ gl(l), tj. matrica koje imaju 1 na koordinatama (i, i+ 1) i 0 drugdje.
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9.3 Eksplicitna fermionska realizacija verteks algebre

W1+∞

Ponavljamo rezultat o ulaganju proste verteks algebre W1+∞ u verteks superalgebru
F⊗l iz [37]. Preciznije, iz dekompozicije od F⊗l pomo¢u dualnog para (gl(l), ĝl) i ho-
momor�zma Φ : D̂ → ĝl, pokazuje se da je ireducibilna komponenta za trivijalnu teºinu
upravo L̄W1+∞

c .
Ozna£imo s C asocijativnu Cli�ordovu algebru zadanu generatorima ψ+

i , ψ
−
i , i ∈ 1

2
+Z

i relacijama
[ψ+
m, ψ

−
n ]+ = ψ+

mψ
−
n + ψ−n ψ

+
m = δm+n,0,

[ψ+
m, ψ

+
n ]+ = [ψ−m, ψ

−
n ]+ = 0.

Ozna£imo sa F cikli£ki C−modul generiran vakuum vektorom |0〉 takav da

ψ+
n+ 1

2

|0〉 = ψ−
n+ 1

2

|0〉 = 0 (n ∈ Z≥0).

Fockov prostor F je, kao vektorski prostor, izomorfan s vanjskom algebrom∧(
{ψ±

n+ 1
2

|n < 0}
)
.

De�niramo par formalnih redova potencija

ψ+(x) =
∑
n∈Z

ψ+
n+ 1

2

x−n−1, ψ−(x) =
∑
n∈Z

ψ−
n+ 1

2

x−n−1,

sadrºanih u (End F)[[x, x−1]], odnosno takvih da su im koe�cijenti generatori Cli�ordove
algebre C. ψ+(x) i ψ−(x) su sadrºani u Hom(F ,F((x))) pa su slabi verteks operatori.

Propozicija 9.5. Polja ψ+(x) i ψ−(x) su lokalna u smislu da postoji k ∈ N takav da

(x1 − x2)k[ψ+(x1), ψ−(x2)]+ = 0.

Dokaz. Antikomutator je jednak x−1
1 δ(x1

x2
) pa vidimo da je dovoljno uzeti k = 1.

Uzmemo l parova fermionskih polja ψ+,p(x), ψ−,p(x) i promatramo pripadni Fockov
prostor F⊗l. De�niraju se sljede¢i formalni redovi

E(x1, x2) =
∑
i,j∈Z

Eijx
i−1
1 x−j2 =

l∑
p=1

: ψ+,p(x1)ψ−,p(x2) :,

epq(x) =
∑
n∈Z

epq(n)x−n−1 =: ψ−,p(x)ψ−,q(x) : (p 6= q),

epq∗∗(x) =
∑
n∈Z

epq∗∗(n)x−n−1 =: ψ+,p(x)ψ+,q(x) : (p 6= q),

epq∗ (x) =
∑
n∈Z

epq∗ (n)x−n−1 =: ψ+,p(x)ψ−,q(x) :

pri £emu p, q = 1, .., l a normalni produkt :: zna£i da se operatori koji poni²tavaju |0〉
pomi£u udesno do vakum vektora i mnoºe sa (−1) potencirano na broj pomaka. Drugim
rije£ima, za a1, . . . , ar ∈ {ψ±,p}, i1, . . . , ir ∈ Z + 1

2
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: a1
i1

:= a1
i1

i

: a1
i1
. . . arir :=

{
a1
i1

: a2
i2
. . . arir :, i1 < 0

(−1)s−1 : a2
i2
. . . arir : a1

i1
, i1 ≥ 0

Zbog lokalnosti koja je navedena u Propoziciji 9.5, dobivamo da je F⊗l verteks supe-
ralgebra.

Operatori

Ei,j =
l∑

p=1

: ψ+,p

−i+ 1
2

ψ−,p
j− 1

2

:, i, j ∈ Z

daju reprezentaciju od ĝl sa centralnim nabojem l na prostoru F⊗l, dok operatori epq(n),
epq∗ (n), epq∗∗(n), p, q = 1, . . . , l, n ∈ Z daju reprezentaciju a�ne algebre ŝo(2l) centralnog
naboja 1. Stavimo li n = 0, epq(0), epq∗ (0), epq∗∗(0), p, q = 1, . . . , l, n ∈ Z generiraju repre-
zentaciju horizontalne algebre so(2l). Operatori

epq∗ = epq∗ (0) =
∑
i∈Z

: ψ+,p

i+ 1
2

ψ−,q−i− 1
2

:,

daju reprezentaciju od gl(l).
U Lemi 3.1 iz [37] je pokazano da gore de�nirana djelovanje od gl(l) i od ĝl na F⊗l

me�usobno komutiraju.
Tako�er je promatran potprostor

(F⊗l)gl(l) = {v ∈ F⊗l| gl(l)v = 0}.

za koji se lako pokaºe da je verteks podalgebra od F⊗l.
Zbog razmatranja iz [37], Remark 3.1, F⊗l ima 1

2
Z−graduaciju, induciranu svojstve-

nim vrijednostima operatora d

[d, ψ±,p−j ] = jψ±,p−j , d|0〉 = 0.

Pri toj graduaciji F⊗l je kvazikona£an vektorski prostor. Horizontalna algebra so(2l) ima
teºinu 0, pa i njena podalgebra gl(l) djeluje poluprosto na F⊗l.
F⊗l je i ireducibilan C-modul pa smo u uvjetima Teorema 9.1 i V λ je ireducibilan

Ag−modul. Zbog rezultata iz klasi£ne teorije invarijanti, Ag je kvocijent od U(ĝl).
Ako uzmemo g = gl(l) i A = C u Teoremu 9.1 dobivamo dekompoziciju

F⊗l =
⊕
λ∈Σ

L(λ, gl(l))⊗ V λ,

gdje je L(λ, gl(l)) ireducibilni gl(l)−modul najve¢e teºine λ, a V λ neki ĝl−modul.
Dodatne informacije o V λ se dobiju konstrukcijom vektora najve¢e teºine.
De�niraju se operatori

Ξ+,m
i ≡ ψ+,i

−m+ 1
2

· · ·ψ+,i

− 3
2

ψ+,i

− 1
2

,

Ξ−,mi ≡ ψ−,i−m+ 1
2

· · ·ψ−,i− 3
2

ψ−,i− 1
2

.

pri £emu podrazumijevamo Ξ±,0 = 1. De�niramo Λ+ : Σ→ ĝl
∗
0:
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λ = (m1, · · · ,ml) 7−→ Λ+(λ)

Λ+(λ) = Λ̂m1 + · · ·+ Λ̂ml
.

Teorem 9.6. [37], Teorem 3.1.

1) Vrijedi sljede¢a dekompozicija (gl(l), ĝl)-modula F⊗l:

F⊗l =
⊕
λ∈Σ

L(λ, gl(l))⊗ L
(

Λ+(λ), ĝl, l
)

gdje je L(λ, gl(l)) ireducibilni gl(l)-modul najve¢e teºine λ, L(Λ+(λ), ĝl, l) je iredu-
cibilni ĝl-modul najve¢e teºine Λ+(λ) centralnog naboja l.

2) Za dani λ = (m1, . . . ,ml) ∈ Σ, neka je

m1 ≥ · · ·mi ≥ mi+1 = · · · = mj−1 = 0 > mj ≥ · · · ≥ ml.

Tada je vektor najve¢e teºine koji odgovara najve¢oj teºini λ ∈ Σ dan formulom

vΛ = Ξ+,m1

1 . . .Ξ+,mi

i Ξ
−,−mj

j . . .Ξ−,−ml

l |0〉. (9.1)

Iz teorema slijedi da je za λ = 0, V λ = (F⊗l)gl(l) ireducibilna reprezentacija od ĝl.
Koriste¢i homomor�zam

Φ0 : D̂ → ĝl

Φ0(tmf(D)) =
∑
j∈Z

f(−j)Ej−m,j

slijedi da je (F⊗l)gl(l) ireducibilna reprezentacija od M
W1+∞
l . Ovo razmatranje povla£i

sljede¢i teorem:

Teorem 9.7. Postoji homomor�zam

Φ : M
W1+∞
l → F⊗l

jednozna£no odre�en s

Jk(x) 7→
l∑

i=1

: ψ+,i(x)

(
d

dx

)k
ψ−,i(x) :

odnosno

Jk−k−11 7→ Φ(Jk−k−11) =
l∑

i=1

k!ψ+,i

− 1
2

ψ−,i−k− 1
2

|0〉.

�tovi²e
ImΦ ∼= (F⊗l)gl(l) ∼= L

W1+∞
l .
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9.4 Simplekti£ka grupa Sp(2l,C) i op¢a linearna grupa

GL(l,C)
Simplekti£ka matrica reda 2l nad poljem C je kvadratna matrica oblika

g =

[
A B
C D

]
pri £emu su A, B, C, D kvadratne matrice reda l takve da vrijedi

AtD − CtB = I, AtC = CtA, DtB = BtD.

Drugim rije£ima g je simplekti£ka ako gtJg = J pri £emu je

J =

[
0 I
−I 0

]
.

Simplekti£ke matrice £ine grupu obzirom na mnoºenje i ozna£avamo je sa

Sp(2l,C).

Grupa Sp(2l,C) prirodno djeluje na simplekti£ki vektorski prostor

C2l = SpanC{b1, . . . , bl, c1, . . . , cl}.

Neka je A ∈ GL(l,C) proizvoljna regularna matrica reda l. Tada je o£ito[
A 0
0 (A−1)t

]
∈ Sp(2l,C).

Na taj na£in dobivamo ulaganje

GL(l,C) ↪→ Sp(2l,C).

Prisjetimo se da su generatori od GL(l,C) dani s

i→

j →



1
. . .

0 1
. . .

1 0
. . .

1


, i 6= j, i, j = 1, . . . , l

(matrica dobivena iz jedini£ne matrice I zamjenom i-tog i j-tog retka),
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i→



1
. . . 0

1
λ

1

0
. . .

1


, λ 6= 0, i = 1, . . . , l

(matrica dobivena iz I zamjenom i-tog elementa na dijagonali sa skalarom λ),

j ↓

i→



1
. . . 0

. . .
. . .

. . .

0 1
. . .

1


(matrica dobivena iz I zamjenom 0 na mjestu (i, j) sa 1).

Ozna£imo odgovaraju¢e elemente grupe Sp(2l,C) redom s

gi,j, gi,λ, g(i,j).

O£ito vrijede relacije

gi,j(bi) = bj, gi,j(bj) = bi, gi,j(bk) = bk, za k 6= i, j,

gi,j(ci) = cj, gi,j(cj) = ci, gi,j(ck) = ck, za k 6= i, j,

gi,λ(bi) = λbi, gi,λ(bk) = bk, za k 6= i, gi,λ(ci) =
1

λ
ci, gi,λ(ck) = ck, za k 6= i,

g(i,j)(bi) = bi + bj, g(i,j)(bk) = bk, k 6= i, g(i,j)(cj) = cj − ci, g(i,j)(ck) = ck, k 6= j.
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9.5 Eksplicitna realizacija verteks algebre W∞ na sim-

plekti£kim fermionima

U To£ki 9.3 smo uspostavili vezu izme�u LW1+∞
l i pogodne ireducibilne komponente

od F⊗l. Taj postupak ¢emo imitirati kod LW∞−2l i pogodne ireducibilne komponente od

simplekti£kih fermiona F⊗l. F⊗l je verteks�podalgebra od F⊗l generirana vektorima

bi = ψ+,i

− 1
2

|0〉, ci = ψ−,i− 3
2

|0〉,

odnosno poljima

bi(x) = Y (bi, x) =
∑
n∈Z

bi(n)x−n−1 =
∑
n∈Z

ψ+,i

n+ 1
2

x−n−1,

ci(x) = Y (ci, x) =
∑
n∈Z

ci(n)x−n−1 = Y (Dψ−,i− 1
2

|0〉, x) =
∑
n∈Z

(−n)ψ−,i
n− 1

2

x−n−1,

za i = 1, .., l. Vrijedi antikomutacijska relacija

[bi(n), cj(m)]+ = nδi,jδm,−n.

Ovaj modul je konstruiran u £lanku [2] (u oznaci SF ) direktno iz asocijativne algebre
generirane sa {bin, cin|, i = 1, . . . , l, n ∈ Z} i antikomutacijskom relacijom, ali vidimo da
se zbog identi�kacije operatora

bi(n) = ψ+,i

n+ 1
2

, ci(n) = (−n)ψ−,i
n− 1

2

prirodno ulaºe u F⊗l.
U F⊗l se prirodno promatra sljede¢i konformni vektor

ω =
l∑

i=1

ci(−1)bi(−1)|0〉

i na taj na£in F⊗l postaje Z≥0�graduirna verteks�superalgebra centralnog naboja −2l.
Tako�er u [2] je pokazano

Teorem 9.8. [2] Grupa automor�zama AutF⊗l je izomorfna simplekti£koj grupi Sp(2l,C),
koja prirodno djeluje na simplekti£ki prostor SpanC{bi(−1)|0〉, ci(−1)|0〉}.

Poistovjetimo li bi(−1)|0〉 sa bi i ci(−1)|0〉 sa ci tada je djelovanje generatora od
Sp(2l,C) na (F⊗l)1 dano relacijama u poglavlju 9.4 i pro²iruje se na cijeli F⊗l relaci-
jama:

g(|0〉) = |0〉

g(bi(n)v) = (g(bi))(n)g(v)

g(ci(n)v) = (g(ci))(n)g(v),

za v ∈ F⊗l.
Budu¢i da se GL(l) prirodno ulaºe u Sp(2l,C), imamo i djelovanje podgrupe GL(l)

na F⊗l.
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Lema 9.9. Za g ∈ GL(l,C) vrijedi

g(Jk−k−1|0〉) = Jk−k−1|0〉

za svaki k ≥ 1.

Dokaz.

g(Jk−k−1|0〉) =
l∑

i=1

k!g(bi(−1)ci(−k))|0〉 =

=
l∑

i=1

k!g(bi(−1)|0〉)−1g(ci(−1)|0〉)−k|0〉

Dovoljno nam je dokazati tvrdnju za generatore od GL(l,C) Razlikujemo tri slu£aja:

(1) g = gi,j, transpozicijska matrica koja zamjenjuje stupce i i j a ostale ostavi nepro-
mijenjenima.

1

k!
g(Jk−k−1|0〉) =

∑
p6=i,j

g(bp)−1g(cp)−k|0〉+ g(bi)−1g(ci)−k|0〉+ g(bj)−1g(cj)−k|0〉

=
∑
p6=i,j

bp(−1)cp(−k)|0〉+ bj(−1)cj(−k)|0〉+ bi(−1)ci(−k)|0〉

=
l∑

p=1

bp(−1)cp(−k)|0〉

(2) g = gi,λ, mnoºenje stupca i skalarom λ.

1

k!
g(Jk−k−1|0〉) =

∑
p 6=i

g(bp)−1g(cp)−k|0〉+ g(bi)(−1)g(ci)(−k)|0〉+

∑
p 6=i

bp(−1)cp(−k)|0〉+ λbi(−1)
1

λ
ci(−k)|0〉 =

l∑
p=1

bp(−1)cp(−k)|0〉

(3) g = g(i,j) = I + eij, jedini£na matrica uve¢ana za matricu koja na koordinatama
(i, j) ima 1, na ostalima 0.

1

k!
g(Jk−k−1|0〉) =

∑
p6=i,j

g(bp)−1g(cp)−k|0〉+ g(bi)−1g(ci)−k|0〉+ g(bj)−1g(cj)−k|0〉

=
∑
p 6=i,j

bp(−1)cp(−k)|0〉+ (bi + bj)(−1)ci(−k)|0〉+ bj(−1)(cj − ci)(−k)|0〉

=
l∑

p=1

bp(−1)cp(−k)|0〉

Budu¢i da su svi elementi od GL(l,C) generirani sa operatorima gi,j, gi,λ, g(i,j) vidimo
da je slika od MW∞

−2l invarijantna na GL(l,C).
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Tada homomor�zam
Φ : M

W1+∞
l → F⊗l

restrikcijom odnosno ulaganjem MW∞
−2l ↪→ M

W1+∞
l i restrikcijom na (F⊗l)GL(l) postaje

homomor�zam
Φ : MW∞

−2l → (F⊗l)GL(l). (9.2)

Za prostotu od (F⊗l)GL(l) nam treba dekompozicija pomo¢u dualnih parova. De�ni-
ramo Liejevu algebru ĝlo na sljede¢i na£in. Promatramo formalni red potencija

Ẽ(x1, x2) =
∑
i,j∈Z

Ẽijx
i−1
1 x−j2 =

l∑
p=1

: bp(x1)cp(x2) :,

odnosno koe�cijente

Ẽi,j =
l∑

p=1

: bp(−i)cp(j) :=
l∑

p=1

(−j) : ψ+,p
−i ψ

−,p
j : .

Koe�cijenti Ẽi,j generiraju Liejevu podalgebru od ĝl razapetu sa {Ei,j| j 6= 0}. To ¢e nam
biti beskona£nodimenzionalni dio dualnog para. Prvo ¢emo pokazati da djelovanja grupe
GL(l) i Liejeve algebre ĝlo komutiraju.

Teorem 9.10. Djelovanja od GL(l) i ĝlo na F
⊗l

me�usobno komutiraju.

Dokaz. Dovoljno je provjeriti komutiranje djelovanja generatora grupe GL(l):

gi,j, gi,λ, g(i,j)

sa Ẽi′,j′ =
∑l

p=1 : bp(−i)cp(j) :, generatorima od ĝlo.

g(Ẽi′,j′v) = g(Ẽi′,j′)g(v) =
l∑

p=1

: (g(bp))(−i′)(g(cp))(j
′) : g(v).

Vidimo da tvrdnja o komutiranju djelovanja GL(l) i ĝlo slijedi ako pokaºemo da je Ẽi′,j′
invarijantan na sve generatore g od GL(l). Ra£un je vrlo sli£an dokazu prethodne leme.

(1) g = gi,j,

g(Ẽi′,j′) =
∑
p 6=i,j

: g(bp)−i′g(cp)j′ : + : g(bi)−i′g(ci)j′ : + : g(bj)−i′g(cj)j′ :

=
∑
p 6=i,j

: bp(−i′)cp(j′) : + : bj(−i′)cj(j′) : + : bi(−i′)ci(j′) :=

l∑
p=1

: bp(−i′)cp(j′) := Ẽi′,j′
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(2) g = gi,λ

g(Ẽi′,j′) =
∑
p 6=i

: g(bp)−i′g(cp)j′ : + : g(bi)(−i′)g(ci)(j
′) :=

∑
p 6=i

: bp(−i′)cp(j′) : + : λbi(−i′)
1

λ
ci(j

′) :=
l∑

p=1

: bp(−i′)cp(j′) := Ẽi′,j′

(3) g = g(i,j) = I + eij

g(Ẽi′,j′) =
∑
p 6=i,j

: g(bp)−i′g(cp)j′ : + : g(bi)−i′g(ci)j′ : + : g(bj)−i′g(cj)j′ :

=
∑
p 6=i,j

: bp(−i′)cp(j′) : + : (bi + bj)(−i′)ci(j′) : + : bj(−i′)(cj − ci)(j′) :

=
l∑

p=1

: bp(−i′)cp(j′) := Ẽi′,j′

Ova tri slu£aja povla£e rezultat

g(Ẽi′,j′v) = Ẽi′,j′(g(v)),

pa time i komutiranje djelovanja GL(l) i ĝlo na F
⊗l
.

Sada ¢emo primjeniti rezultate iz To£ke 9.1 na simplekti£ke fermione.
Neka je A asocijativna algebra s generatorima bi(n), ci(n), i = 1, . . . , l, n ∈ Z i

netrivijalnim relacijama
[bi(n), cj(m)]+ = nδi,jδm,−n.

Djelovanje grupe Sp(2l,C) na simplekti£ki prostor

C2l = SpanC{b1, . . . , bl, c1, . . . , cl}

se prirodno pro²iruje do djelovanja grupe Sp(2l,C) na A. Budu¢i da je GL(l,C) podgrupa
od Sp(2l,C), dobivamo da GL(l,C) djeluje na A automor�zmima. Iz klasi£ne teorije
invarijanti (potpuno analogno kao u To£ki 9.1, vidi tako�er [37]) slijedi da invarijante
obzirom na djelovanje od GL(l,C) na A,

AGL(l,C) = {a ∈ A| ga = a za svaki g ∈ GL(l,C)}

£ine asocijativnu podalgebru generiranu elementima

Ẽi,j =
l∑

p=1

: bp(−i)cp(j) :, i, j ∈ Z. (9.3)

Dakle, ta algebra je kvocijent od U(ĝlo). Prema tomo vrijedi slje¢i rezultat. (Uo£imo
da smo u prethodnoj lemi kao pomo¢ni rezultat imali Ẽi,j ∈ AGL(l,C).)

66



Propozicija 9.11. Postoji netrivijalni surjektivni homomor�zam asocijativnih algebri:

Ψ : U(ĝlo)→ AGL(l,C)

jednozna£no odre�en formulom (9.3).

Nadalje, algebra verteks operatora F⊗l je ireducibilan A−modul, te je direktna suma
kona£nodimenzionalnih GL(l,C)−modula. Dakle imamo dekompoziciju

F⊗l =
⊕
E

(E ⊗ V E)

pri £emu se sumira po svim klasama ekvivalencije ireducibilnih GL(l,C)−modula, a svaki
V E je AGL(l,C)−modul.

Sada nam Teorem 9.2 (vidi i diskusiju koja prethodi tom teoremu) daje

Teorem 9.12. Svaki V E je ireducibilan AGL(l,C)−modul.

Korolar 9.13. Svaki V E je ireducibilan ĝlo−modul.

Posebno, u slu£aju trivijalnog modula dobivamo:

Korolar 9.14. (F⊗l)GL(l,C) je ireducibilan ĝlo−modul.

Sada sli£no kao u Poglavlju 9.3 zaklju£ujemo da je slika homomor�zma Φ, danog
relacijom (9.2), zapravo prosta verteks algebra:

Teorem 9.15. Vrijedi:
(F⊗l)GL(l,C) ' LW∞−2l .

Dokaz. Zbog preglednosti navest ¢emo osnovne dijelove dokaza, iako su analogni kao kod
Teorema 9.7.

Prvo, (F⊗l)GL(l,C) je prosta verteks-algebra i zbog Korolara 9.14 ona je ireducibilni
ĝlo− modul. Tako�er iz konstrukcije slijedi da je (F⊗l)GL(l,C) i kvazikona£an ĝlo−modul.
Sada moºemo primijeniti homomor�zam Φ(1) = Φ0|D̂(1) (vidi [22] i To£ka 4.2.) i zaklju£iti
da je (F⊗l)GL(l,C) ireducibilan D̂(1)�modul. Odavde slijedi tvrdnja.

Ovom konstrukcijom smo dobili ulaganje proste verteks algebre LW∞−2l u verteks su-

peralgebru simplekti£kih fermiona F⊗l. Da bi dobili dekompoziciju od F⊗l kao modula
za dualni par (GL(l,C), ĝlo), preostaje konstruirati odre�ene singularne vektore. De�ni-
rajmo operatore:

Ξ̃+,mi

i = bi(−mi) . . . bi(−1) = Ξ+,mi

i ,

Ξ̃−,mi

i = ci(−mi) . . . ci(−1).

Pomo¢u njih ¢emo konstruirati singularne vektore, ali prvo navedimo tehni£ku lemu:

67



Lema 9.16. Vrijede komutacijske relacije

[Ẽi,j, bp(m)] = δj,−mmbp(−i),

[Ẽi,j, cp(m)] = δi,mmcp(j),

[Ẽi,j, Ξ̃
+,m
p ] = 0, (j > i > 0),

[Ẽi,j, Ξ̃
−,m
p ] = 0, (j > i > 0),

[Ẽi,i, Ξ̃
+,m
p ] = [1 ≤ i ≤ m](−i)Ξ̃+,m

p ,

[Ẽi,i, Ξ̃
−,m
p ] = [−1 ≥ i ≥ −m]iΞ̃−,mp ,

gdje je [1 ≤ i ≤ m] jednak 1 ako je izraz u zagradi istinit, 0 ina£e.

Dokaz. Ra£unamo

[Ẽi,j, bp(m)] =
l∑

q=1

[: bq(−i)cq(j) :, bp(m)] = [: bp(−i)cp(j) :, bp(m)],

budu¢i da je za p 6= q komutator [: bq(−i)cq(j) :, bp(m)] nula. Sad imamo dva slu£aja, gdje
ovisno o predznacima i i j, normalni produkt promijeni ili ne promijeni poredak operatora
bp(−i) i cp(j). Ako je −i ≥ 0 i j < 0

[: bp(−i)cp(j) :, bp(m)] = [−cp(j)bp(−i), bp(m)] = −cp(j)bp(−i)bp(m)+

bp(m)cp(j)bp(−i) = −cp(j)(bp(−i)bp(m) + bp(m)bp(−i)) + δj,−mmbp(−i)

= δj,−mmbp(−i).

Analogan ra£un za slu£aj kad normalni produkt ne promijeni poredak bp(−i) i cp(j) daje
isti rezultat.

Sli£no dolazimo i do druge relacije. Za izraz

[Ẽi,j, cp(m)] =
l∑

q=1

[: bq(−i)cq(j) :, cp(m)] = [: bp(−i)cp(j) :, cp(m)]

dobijemo dva slu£aja koji dadu isti rezultat. Raspi²imo slu£aj kad se u normalnom pro-
duktu ne mijenja poredak, odnosno za −i < 0 ili j ≥ 0:

[bp(−i)cp(j), cp(m)] = bp(−i)cp(j)cp(m)− cp(m)bp(−i)cp(j) =

bp(−i)(cp(j)cp(m) + cp(m)cp(j))− δm,i(−i)cp(j) = δi,mmcp(j).

Raspis tre¢e relacije daje

[Ẽi,j, Ξ̃
+,m
p ] = Ẽi,jΞ̃

+,m
p − Ξ̃+,m

p Ẽi,j = [Ẽi,j, bp(−m)]Ξ̃+,m−1
p + bp(−m)

[Ẽi,j, bp(−m+ 1)]Ξ̃+,m−2
p + bp(−m)bp(−m+ 1)[Ẽi,j, bp(−m+ 2)]Ξ̃+,m−3

p + . . .

+(bp(−m) . . . bp(−2))[Ẽi,j, bp(−1)].
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Vidimo da ¢e zbog prve relacije ovaj komutator biti netrivijalan samo ako je jedan od
[Ẽi,j, bp(k)], k = −1, ..,−m netrivijalan. To vrijedi samo ako je δj,−kkbp(−i) netrivijalno,
odnosno samo ako je 1 ≤ j ≤ m. Dakle, suma je ili trivijalna ili jednaka

−j[1 ≤ j ≤ m]bp(−m) . . . bp(−j − 1)bp(−i)bp(−j + 1) · · ·p (−1).

Ukoliko je j > i > 0 vidimo da se u kompoziciji pojavljuje operator bp(−i)2 koji je 0.
Uvrstimo li j = i dobijemo rezultat

−[1 ≤ i ≤ m]iΞ̃+,m
p ,

odnosno desnu stranu pete relacije iz leme.
Sasvim analogno se dokazuje

[Ẽi,j, Ξ̃
−,m
p ] = i[−m ≤ i ≤ −1]cp(−m) . . . cp(i− 1)cp(j)cp(i+ 1) . . . cp(−1)

pa slijede £etvrta i ²esta relacija.

Iz Leme 9.16 direktno slijedi sljede¢i korolar.

Korolar 9.17. Operatori Ẽi,i djeluju poluprosto na F⊗l. Prema tome F⊗l je teºinski
ĝlo�modul.

Sada navodimo sljede¢i fundamentalni rezultat.

Teorem 9.18. Za teºinu λ ∈ Σ parametriziranu cjelobrojnim l-torkama (m1, . . . ,ml)
takvim da

m1 ≥ m2 ≥ . . .mi0 > mi0+1 = 0 = . . .mj0−1 > mj0 ≥ . . .ml

singularni vektor je dan formulom

vλ = Ξ̃+,m1

1 . . . Ξ̃
+,mi0
i0

Ξ̃
−,−mj0
j0

. . . Ξ̃−,−ml

l |0〉.

Teºine za ĝlo su dane relacijom

Ẽi,ivλ = −|i|kivλ,

gdje je ki broj mp−ova ve¢ih ili jednakih i, za i > 0, odnosno broj mp−ova manjih ili
jednakih i, za i < 0. Tada vrijedi i dekompozicija

F⊗l =
⊕
λ∈Σ

L(λ,GL(l,C))⊗ L(Λo(λ), ĝlo,−2l),

gdje je L(λ,GL(l,C)) ireducibilan GL(l,C)−modul najmanje teºine λ a L(Λo(λ), ĝlo,−2l)

ireducibilan ĝlo-modul najve¢e teºine Λo(λ).

Dokaz. Radi urednijeg zapisa uvedimo oznake

Ap =

p−1∏
i=1

Ξ̃±,mi

i , Bp =
l∏

ip+1

Ξ̃±,mi

i ,

Cp,q =

q−1∏
i=p+1

Ξ̃±,mi

i , p ≤ q

gdje prazne produkte A1, Bl, Cp,p de�niramo kao identitetu.
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Treba pokazati Ẽi,jvλ = 0 za j > i i gvλ = vλ za g ∈ GL(l) donjetrokutaste sa 1 na
dijagonali. Budu¢i da je podgrupa donjetrokutastih unipotentnih matrica generirana sa

j ↓

g(i,j,α) =

i→



1
1 0

. . .
. . .

. . .
0 α 1

1


, α ∈ C,

(g(i,j,α) ima 1 na dijagonali, α na koordinatama (i, j) i ostalo 0), vidimo da je dovoljno
pokazati da g(i,j,α), takvi da je i > j, �ksiraju vλ. Dokaºimo prvo da je vλ singularan za
ĝlo. Neka je i < j, tada

Ẽi,jv = Ẽi,jΞ̃
+,m1

1 . . . Ξ̃
+,mi0
i0

Ξ̃
−,−mj0
j0

. . . Ξ̃−,−ml

l |0〉 =
l∑

p=1

Ap[Ẽi,j, Ξ̃
±,|mp|
p ]Bp|0〉.

Zbog Leme 9.16, [Ẽi,j, Ξ̃
±,|mp|
p ] su netrivijalni za sljede¢a dva slu£aja

1. p < i0, 1 ≤ j ≤ mp, i ≥ 0.

[Ẽi,j, Ξ̃
±,|mp|
p ]|0〉 = −j[1 ≤ j ≤ m]bp(−m) . . . bp(−j−1)bp(−i)bp(−j+1) . . . bp(−1)|0〉.

bp(−i) je operator koji anihilira |0〉 pa zaklju£ujemo da je [Ẽi,j, Ξ̃
±,|mp|
p ]|0〉 i u ovom

slu£aju 0.

2. p > j0, −1 ≥ i ≥ mp, j ≥ 0.

[Ẽi,j, Ξ̃
±,|mp|
p ]|0〉 = i[−m ≤ i ≤ −1]cp(−m) . . . cp(i− 1)cp(j)cp(i+ 1) . . . cp(−1)|0〉

cp(j) je operator koji anihilira |0〉 pa zaklju£ujemo da je [Ẽi,j, Ξ̃
±,|mp|
p ]|0〉 i u ovom

slu£aju 0.

Sada gledamo djelovanje podgrupe donjetrokutastih unipotentnih matrica izGL(2l,C).
Sjetimo se da generator g(i,j,α), j < i djeluje na F⊗l na na£in

g(i,j)bi(x) = (bi(x) + αbj(x))

g(i,j)cj(x) = (cj(x)− 1

α
ci(x))

a na vektore bp, cp koji nisu bi ni cj djeluje kao identiteta. Zbog j < i,

vλ = AjΞ̃
±,±mj

j Cj,iΞ̃
±,±mi

i Bi|0〉,

g(i,j,α)vλ = (
l∏

p=1

g(i,j,α)Ξ̃
εp,εpmp
p )|0〉 = (g(i,j,α)Aj)(g(i,j,α)Ξ̃

εj ,εjmj

j )(g(i,j,α)Cj,i)
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(g(i,j,α)Ξ̃
εi,εimi

i )(g(i,j,α)Bi)|0〉 = Aj(g(i,j,α)Ξ̃
εj ,εjmj

j )Cj,i(g(i,j,α)Ξ̃
εi,εimi

i )Bi|0〉.

g(i,j,α) eventualno moºe promijeniti Ξ̃
±,|mi|
i ili Ξ̃

±,|mj |
j , i to ne istovremeno. Naime

suprotno bi zna£ilo da su u Ξ̃
±,|mi|
i prisutni operatori komponente polja bi(x), odnosno

mi > 0, a u Ξ̃
±,|mj |
j operatori komponente od cj(x), odnosno mj < 0, a mi smo i i j

odabrali tako da i > j pa mi < mj, budu¢i da je λ dominantna teºina. Promatramo dva
slu£aja:

1. Ako je mi > 0 tada je i mj > 0 pa je g(i,j,α)Ξ̃
±,|mj |
j = Ξ̃

+,mj

j a g(i,j,α)vλ postaje

Ai(bi(−mi) + αbj(−mi)) . . . (bi(−1) + αbj(−1))Bi|0〉

Operator (bi(−mi) + αbj(−mi)) . . . (bi(−1) + αbj(−1)) je suma operatora Ξ̃+,mi

i i
2mi − 1 operatora oblika

BU = αnbu1(−mi) . . . bumi
(−1),

takvih da su uk ∈ {i, j} i bar jedan je jednak j, tj. svaki od tih 2mi − 1 operatora
BU sadrºi neki bj(−m), 1 ≤ m ≤ mi. Budu¢i da je i > j, odnosno mi ≤ mj,
i Ξ̃

+,mj

j (koji se nalazi u operatoru Ai) sadrºi bj(−m), pa AiBUBi sadrºi kvadrat
b2
j(−m) = 0, odnosno jednak je 0. Stoga

Ai(bi(−mi) + αbj(−mi)) . . . (bi(−1) + αbj(−1))Bi|0〉

= AiΞ̃
+,mi

i Bi|0〉 = vλ.

2. Ako je mj < 0 tada je i mi < 0 pa je g(i,j,α)Ξ̃
±,|mi|
i = Ξ̃

−,|mi|
i a g(i,j,α)vλ postaje

Aj(cj(mj)−
1

α
ci(mj)) . . . (cj(−1)− 1

α
ci(−1))Bj|0〉

Operator (cj(mj)− 1
α
ci(mj)) . . . (cj(−1)− 1

α
ci(−1)) je suma operatora Ξ̃

−,−mj

j i 2−mj−
1 operatora oblika

CU =

(
1

−α

)n
cu1(mj) . . . cu−mj

(−1),

takvih da su uk ∈ {i, j} i bar jedan je jednak i, tj. svaki od tih 2−mj − 1 operatora
CU sadrºi neki ci(−m), 1 ≤ m ≤ −mj. Budu¢i da je i > j, odnosno mi ≤ mj, i
Ξ̃−,−mi

i sadrºi ci(−m), pa AjCUBj sadrºi kvadrat c2
i (−m) = 0 pa je AjCUBj = 0.

Stoga

Aj(cj(mj)−
1

α
ci(mj)) . . . (cj(−1)− 1

α
ci(−1))Bj|0〉

= AjΞ̃
−,−mj

j Bj|0〉 = vλ.

Teºine za ĝlo izra£unamo koriste¢i Lemu 9.16.

Ẽi,ivλ =
l∑

p=1

Ap[Ẽi.i, Ξ̃
±,mp
p ]Bp = i(

i0∑
p=1

[1 ≤ i ≤ mp] +
l∑

p=j0

[−1 ≥ i ≥ mp])vλ.

Vidimo da ove sume broje upravo k0 i da ne mogu istovremeno obe biti netrivijalne.
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Primjer. Za l = 3 i teºinu λ = (2, 2,−1)) singularni vektor je

vλ = b1(−2)b1(−1)b2(−2)b2(−1)c3(−1)|0〉.

g(2,1,α)bi =

{
b1, i = 1,
b2 + αb1, i = 2,

g(2,1,α)c3 = c3.

Kad na vλ djelujemo elementom g(2,1,α) dobije se:

g(2,1,α)vλ = b1(−2)b1(−1)(b2(−2) + αb1(−2))(b2(−1) + αb1(−1))c3(−1)|0〉

= vλ + α(−b1(−2)2b1(−1)b2(−1)c3(−1)− b1(−2)2b1(−1)b2(−1)c3(−1)−

αb1(−2)2b1(−1)b2(−1)c3(−1))|0〉 = vλ.

Izra£unajmo i djelovanje od Ẽi′,j′ za neke j′ > i′, na primjer j′ = 3, i′ = 1.

Ẽ1,3vλ = (b1(−1)c1(3) + b2(−1)c2(3) + b3(−1)c3(3))b1(−2)b1(−1)b2(−2)b2(−1)

c3(−1)|0〉 = −b1(−2)b1(−1)2b2(−2)b2(−1)c3(−1)|0〉 − b1(−2)b1(−1)

b2(−2)b2(−1)c3(−1)c2(3)|0〉 − b1(−2)b1(−1)b2(−2)b2(−1)c3(−1)c3(3)|0〉 = 0.

Tako�er se lako vidi
Ẽ2,2vλ = −4vλ,

Ẽ1,1vλ = −2vλ,

Ẽ−1,−1vλ = −vλ,

Ẽi,ivλ = 0, i /∈ {±1, 2}.
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Poglavlje 10

Parafermionska konstrukcija za W∞ za
centralni naboj c = −4

U ovom poglavlju pokazat ¢emo da se verteks-algebra W∞ moºe javiti i u nekim
drugim konstrukcijama verteks-algebri. Pokazat ¢emo da je u slu£aju c = −4 prosta
verteks algebra pridruºena W∞ izomorfna parafermionskoj verteks-algebri pridruºenoj
a�noj verteks algebri tipa A(1)

1 nivoa −1. Ta a�na verteks-algebra je zanimljiva i javlja
se u £lancima D.Adamovi¢a i O. Per²ea [8], te u £lancima A. Linshawa. Zanimljivo je da
op¢enito parafermionske verteks-algebre nisu realizirane kao verteks-algebre pridruºene
beskona£no�dimenzionalnim Liejevim algebrama. Ali ovaj na² rezultat pokazuje da i
parafermionske verteks-algebre mogu biti tako realizirane.

Ovo poglavlje koristi neke dijelove teorije W -algebri, a�nih verteks-algebri i verteks-
algebri pridruºenih re²etkama koji se ne javljaju u ostatku radnje. Zbog toga strukturne
dijelove tih teorija su izostavljenje. Detaljnija analiza rezultata iz ovog poglavlja i neke
zanimljive primjene bit ¢e izloºene u £lanku [1].

Neka je L = Zβ, 〈β, β〉 = −2 i neka je VL = Mβ(1) ⊗ C[L] verteks algebra re²etke.
Promatrajmo verteks superalgebru

F
⊗2 ⊗ VL,

i njenu podalgebru generiranu s

e = Ψ+
1 (−1

2
)Ψ+

2 (−1

2
)1⊗ eβ

f = Ψ−1 (−3

2
)Ψ−2 (−3

2
)1⊗ e−β

h = −β.

Tada e, f, h jako generiraju verteks podalgebru izomorfnu prostoj a�noj algebri verteks
operatora L−1(sl2). Virasorov vektor ω dobiven Sugawarinom konstrukcijom dan je for-
mulom

ωsug = −1

4
β(−1)21 + (Ψ−1 (−3

2
)Ψ+

1 (−1

2
) + Ψ−2 (−3

2
)Ψ+

2 (−1

2
))1

= −1

4
β(−1)21 + J1

−21.

Promatrajmo koset podalgebru

K(sl2,−1) = {v ∈ L−1(sl2) | h(n)v = 0 ∀ n ≥ 0}.
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K(sl2,−1) je algebra verteks operatora centralnog naboja c = −4 sa konformnim vekto-
rom J1 = J1

−21.

Lema 10.1. Vrijedi
J2 = J2

−31 ∈ K(sl2,−1).

Dokaz. Vrijedi jednakost

e(−2)f = (Ψ−1 (−3

2
)Ψ+

1 (−3

2
) + Ψ−2 (−3

2
)Ψ+

2 (−3

2
))1 + L(−1)β(−1)1 + p3(β)1,

pri £emu je

p3(β) = −1

6
(β(−1)3 + 3β(−1)β(−2) + 2β(−3))1,

a to povla£i tvrdnju J2 = J2
−31 ∈ K(sl2,−1).

Prisjetimo se da smo konstruirali homomor�zam

Φ : MW∞
−4 → F

⊗2
.

Budu¢i da je MW∞
−4 generirana s J1, J2 (ne jako generirana!), slijedi zaklju£ak:

Lema 10.2.
Im(Φ) ⊆ K(sl2,−1).

Koriste¢i strukturnu teoriju koset verteks algebri K(sl2, k) razvijenu u nizu £lanaka
autora C. Dong, H. Yamada, C. Lam i drugih, znamo da je K(sl2,−1) kao verteks algebra
jako generirana Virasorovim elementom ω centralnog naboja −4 i tri primarna vektora
(singularna vektora za Virasorovu algebru) W 3, W 4, W 5 konformnih teºina 3, 4 i 5 re-
dom. Tada je K(sl2,−1) W -algebra tipa W (2, 3, 4, 5) i centralnog naboja −4. �tovi²e, u
[17] (vidi tako�er [10] ) je pokazano da je verteks-algebra K(sl2, k) generirana vektorom
konformne teºine 3

W 3 = k2h(−3)1 + 3kh(−2)h(−1)1 + 2h(−1)31

−6kh(−1)e(−1)f(−1)1 + 3k2e(−2)f(−1)1− 3k2e(−1)f(−2)1.

Stavimo li k = −1 u gornji izraz, dobijemo

W 3 = −β(−3)1− 3β(−2)β(−1)1− 2β(−1)31

−6β(−1)e(−1)f(−1)1 + 3e(−2)f(−1)1− 3e(−1)f(−2)1.

Budu¢i da je u verteks algebri MW∞
−4 svaki primarni vektor konformne teºine 3 pro-

porcionalan sa

J2
−31−

1

2
J1
−31,

imamo
W 3 = ν(J2

−31−
1

2
J1
−31) (ν 6= 0).

Ovo povla£i da K(sl2,−1) ⊂ Im(Φ). Na ovaj na£in smo dokazali sljede¢i rezultat

Teorem 10.3. Vrijedi:

(1) K(sl2,−1) ∼= LW∞−4 .

(2) Im(Φ) je prosta verteks algebra.

(3) LW∞−4 je prosta W�algebra tipa W(2, 3, 4, 5).
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Saºetak

U radnji prou£avamo strukturnu teoriju i teoriju reprezentacija verteks algebriW1+∞ i
W∞ za neke centralne naboje. Dajemo eksplicitnu formulu za familiju singularnih vektora
u univerzalnim verteks algebrama W1+∞ i W∞.

Dokazano je da je netrivijalni kvocijent verteks algebre W∞ za c = −2 izomorfan W2,3

algebri iz £lanka W. Wanga [36]. U slu£aju centralnog naboja c = −4 prosti kvocijent od
W∞ je izomorfan parafermionskoj verteks algebri pridruºenoj a�noj Liejevoj algebri A(1)

1

nivoa -1. U slu£aju nekih drugih centralnih naboja odre�en je minimalan skup generatora
kvocijenata univerzalne verteks�algebre za W∞.

Promatrana je teorija dualnih parova i realizirana je verteks algebra W∞ kao podalge-
bra verteks superalgebre pridruºene simplekti£kim fermionima. Dokazano je da je verteks
superalgebra pridruºena simplekti£kim fermionima potpuno reducibilna reprezentacija od
W∞.
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Summary

In this thesis we study structure and representation theory for vertex algebras W1+∞
i W∞ for certain central charges. We give explicit formula for a family of singular vectors
in universal vertex algebras W1+∞ i W∞.

It is proved that a non-trivial quotient of the vertex algebra W∞ with central charge
c = −2 is isomorphic to W2,3 algebra from the paper of W. Wang [36]. In the case of
central charge c = −4 simple quotient of W∞ is isomorphic to the parafermionic vertex
algebra associated to the a�ne Lie algebra A(1)

1 of the level -1. For some other central
charges, the minimal set of generators for the quotient of universal vertex algebra of W∞
is determined.

The theory of dual pairs is used for realization of the vertex algebra W∞ as a su-
balgebra of the vertex superalgebra associated to the symplectic fermions. It is proved
that the vertex superalgebra associated to the symplectic fermions is completely reducible
representation of W∞.
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