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Poglavlje 1
Uvod

U ovoj disertaciji proucavat ¢emo verteks-algebre koje su pridruzene nekim vaznim
beskona¢no—dimenzionalnim Liejevim algebrama. Posebno ¢emo gledati verteks-algebru
W14 1 njenu podalgebru W,.

Verteks-algebra Wi, je vazna verteks algebra koju su intenzivno proucavali mnogi
istrazivaci iz podrudja teorije reprezentacija Liejevih algebri, verteks-algebri i matematicke
fizike.

Ova verteks-algebra prirodno je pridruzena teoriji dvije vazne beskonacno dimenzi-
onalne Liejeve algebre. Prva je Liejeva algebra D dobivena kao centralno prosirenje
Liejeve algebre diferencijalnih operatora na kruznici. Druga je Liejeva algebra gl koja
je centralno prosirenje Liejeve algebre beskonac¢nih matrica s kona¢no mnogo ne-nul di-
jagonala. Sa stanovista Liejevih algebri, vazan napredak nacinjen je u ¢lanku V. Kaca
i A. Radula (|25]), dok je teorija reprezentacija pridruzenih verteks-algebri i fermionske
realizacije inicirana u ¢lanku E. Frenkela, V. Kaca, A. Radula i W. Wanga. Bozonske
realizacije proucavane su u ¢lancima V. Kaca, A. Radula ([26]); W. Wanga ([35]), D.
Adamovic¢a ([3]). Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija u slu¢aju modula pozitivnog
cjelobrojnog centralnog naboja dobivena je u ¢lanku E. Frenkela, V. Kaca, A. Radula i
W. Wanga, (|19]); dok je u slu¢aju negativnog centralnog naboja poznata samo u slu¢aju
¢ = —11 to na temelju ¢lanka W. Wanga (|36]).

Klasifikacija ireducibilih modula nije poznata za ostale negativne centralne naboje. No
vazan korak u strukturnoj teoriji ovih verteks-algebri napravljen je u ¢lanku A. Linshawa
([33]), gdje je odreden minimalan skup generatora te algebre. Vazno je napomenuti da
Linshaw koristi beskono¢no-dimenzionalne analogone Weylovih teorema iz teorije inva-
rijanti. Daljnja generalizacija tih rezultata prezentirana je u ¢lancima T. Creutziga i A.
Linshawa ([13], [14]).

Treba spomenuti da je Wangov ¢lanak ([36]) vazan i za verteks-algebre pridruzene
logaritamskim konformnim teorijama polja i generaliziran je u nekim smjerovima u ¢lan-
cima D. Adamovica ([4]) i D. Adamovi¢, A. Milas ([5], [6]). Verteks-podalgebre od Wi 4o,
su takoder vazni primjeri verteks-algebri. Proucavane su ¢lancima V. G. Kac; W. Wang,
C. H. Yan ([27]) ; V. Kac i A. Liberati ([28]).

U disertaciji prou¢avamo univerzalne verteks-algebre Wi o, 1 We koje su realizirane
na reprezentacijama najvece tezine Liejeve algebre D. Primjenjujemo teoriju modula
najvece tezine i teoriju kvazi-konac¢nih reprezentacija koje su razvijene u ¢lanku V. Kaca
i A. Radula (|25]). Taj clanak takoder sadrzi objasnjenje veze izmedu modula Liejeve
algebre é\[ i D. U elanku je konstruiran vazan homomorfizam Liejevih algebri pomocu
kojeg singularne vektore u kvazikona¢nim modulima najvece tezine za gl mozemo tretirati



kao singularne vektore u modulima najvece tezine za D. Navedeni su neki primjeri za
konstrukciju singularnih vektora na pozitivnim cjelobrojnim nabojima.

Stukturu verteks-algebre konstruirat ¢emo koriste¢i teoriju lokalnih polja za verteks-
algebre. Navedimo da je ova teorija precizno opisana u monografijama V. G. Kaca ([23|),
E. Frenkela i D. Ben Zvia (|20]) te J. Lepowskog i H. Lia (|29]). Poseban naglasak bit ¢e na
univerzalnim verteks-algebrama za Wi, i W, koje nisu proste, te sadrze netrivijalne
ideale. Ideale u ovim verteks-algebrama konstruirat ¢emo pomocu singularnih vektora
za Liejeve algebre D i gl. U slucaju verteks-algebre W, za centralne naboje ¢ € Z,
male po apsolutnoj vrijednosti, singularne vektore konstruiramo eksplicitno u Poincaré—
Birkhoff-Wittovoj (PBW) bazi. Ovi rac¢uni koriste sustave algebarskih jednadzbi i neka
programska rjesenja. Zatim proucavamo kvocijente univerzalne verteks-algebre za W, po
idealima generiranim singularnim vektorima. Odredit ¢emo minimalan skup generatora
tih kvocijenata. Za razliku od pristupa A. Linshawa, nasi dokazi u potpunosti koriste
teoriju singularnih vektora i relacije koje slijede iz tih singularnih vektora.

U nekim slucajevima, pokazujemo da se ti kvocijenti mogu identificirati s podalge-
brama afinih verteks algebri realiziranim kao koset podalgebre (vidi Poglavlje 10). Prema
tome neke nasSe verteks-algebre su zapravo parafermionske verteks-algebre ¢ija teorija
reprezentacija je vrlo zanimljiva. Strukturna teorija tih verteks-algebri pridruzenih inte-
grabilnim reprezentacijama afinih verteks-algebri proucavana je u ¢lancima T. Arakawa,
C. Donga, C. H. Lam, Q. Wang, H. Yamade ([17], [10]). Rezultati ove disertacije po-
kazuju da su te koset verteks-algebre pridruzene ne—integrabilnim reprezentacijama vrlo
zanimljive i povezane s algebrom W.,.

Treba napomenuti da se sli¢na realizacija nekih koset podalgebri pridruzenih afinim
verteks—algebrama negativnog nivoa javila u ¢lanku D. Adamovi¢, O. Perse ([8]). Mi
planiramo prosiriti ove rezultate u nekim smjerovima u ¢lanku ([1]).

Jedan od najvaznijih rezultata u ovoj disertaciji predstavlja proucavanje eksplicitne
fermionske realizacije verteks-algebre W,. Ova realizacija daje smjeStenje proste verteks
algebre W, kao podalgebre verteks-superalgebre pridruzene simplektickim fermionima.
Simplekticki fermioni ¢e se promatrati pomocu teorije dualnih parova. Konstruiramo eks-
plicitno singularne vektore iz ¢ije egzistencije slijedi eksplicitna dekompoziciju Fockovog
prostora. Ovi rezultati iz disertacije predstavljaju generalizaciju rezultata i metoda iz
¢lanka V. Kac, W. Wang, C. Yan, ([27]).

Slijedi kratak sadrzaj rada s prikazom osnovnih rezultata.

U drugom poglavlju navodimo standardne definicije i konstrukcije iz teorije verteks
algebri. Ponavljamo definicije verteks algebre i algebre verteks operatora te standardne
algebarske koncepte pridruzene tim dvjema strukturama: homomorfizam, izomorfizam,
podalgebru, podalgebru generiranu podskupom, ideal i slicne. U tocki 2.2 navodimo
definiciju modula za verteks algebru (odnosno za algebru verteks operatora). Takoder
navodimo definiciju operatora ispreplitanja i pravila fuzije, konstrukcije koja generalizira
pojam tenzorskog produkta modula.

U tocki 2.4 navodimo Teorem o generiraju¢im poljima, standardan alat za konstrukeiju
primjera verteks algebri. Nama ¢e trebati za konstrukciju verteks algebri Wi, 1 W
te verteks superalgebre F'. Ideja je odrediti kada se skup slabih verteks operatora,
formalnih redova potencija oblika

a(x) = Zanx’”’l

ne”

moze interpretirati kao slika operatora Y'( ., z) za neku verteks algebru. Pokazuje se da je
(uz neke dodatne zahtjeve) dovoljan uvjet medusobna lokalnost slabih verteks operatora,



tj. da za svaka dva (dana) slaba verteks operatora a(z) i b(x) postoji k € Z, takav da
(21 = x2)*[a(x1), b(xz)] = 0.

U tocki 2.4 navodimo konstrukeciju i osnovne rezultate o Zhuovoj algebri A(V'), asoci-
jativnoj algebri pridruzenoj verteks algebri V. Njen znacaj proizlazi iz Zhuovog teorema
(Teorem 2.32) koji uspostavlja bijektivnu vezu klasa ekvivalencije ireducibilnih modula
za (asocijativnu algebru) A(V) i klasa ekvivalencije ireducibilnih modula za (verteks—
algebru) V.

U Poglavlju 3 ponavljamo definiciju Liejeve algebre diferencijalnih operatora na kruz-
nici D slijededi rezultate iz [25].

Promatramo graduirani vektorski prostor

D = Span(c{J,]; me Z) k € ZZO}7

pri demu su J& = —tF*mk (diferencijalni operatori na kruZnici u varijabli ¢), a teZine
zadane relacijama wt JX = m.
Uz komutator definiran formulom

max(k,l)

! k A
Jk Jl _ k . — l ; Jk-i-l—z
g 2= S () () ) i
pri éemu je [x]; =x - (x —1)-...- (x — i+ 1) (silazni produkt ili silazna potencija), D ima

strukturu graduirane Liejeve algebre, gdje je wt J* = m.

Navodimo alternativnu bazu za D, {LF, = —t™(t0;)* = —t™D*} u kojoj su elementi
pocetne baze zapisani J¥ = —#™[D]; a komutator zadovoljava relaciju

[t f(D),t"g(D)] = t™"(f(D + n)g(D) — f(D)g(D + m)).

Jedinstveno centralno proSirenje D=DoCC Liejeve algebre D
definirano je pomoc¢u 2-kociklusa

-1
> FG)elG +r), r=-—s>0
U(t"f(D),t°g(D)) = § i==r
—U(tg(D), ' f(D)), r=-s<0
0, inace
Konstrukciju pratimo po ¢lanku [25|, no valja reé da je ovaj 2-kociklus prvi put

definiran u [24] a dokaz jedinstvenosti centralnog prosirenja se moze naci u [18] ili [31].

Zatim navodimo definiciju Vermaovog modula i u Propoziciji 3.6 konstruiramo para-
bolicku podalgebru od D:

P = Spanc{J* : m +k >0},
P=PeaCC,

koja ce nam biti vazna za teoriju verteks algebri.
Navodimo rezultate Kaca i Radula o klasifikaciji kvazikonacnih modula iz [25]. Navo-

dimo definiciju algebre é\[ i ponavljamo neke rezultate iz njene teorije reprezentacija. U
Teoremu 3.11 diskutiramo vezu izmedju D i gl.

3



Preslikavanje @ : D g[ definirano formulom

Oo(t" (D) = f(=§)Ejomy, [ € Cla]

JEZ

je homomorfizam Liejevih algebri. ®( se prirodno prosiruje na homomorfizam
$:D° gl

pri cemu je
D = Spanc{t" f(D)|f(x) € O},

gdje je O skup holomorfnih funkcija. ¢ je izomorfizam.

Homomorfizam Liejevih algebri Di g[ inducira strukturu D—modula na g[ modulima,
pa su ireducibilni g[—moduh ujedno i ireducibilni D-moduli. Pomoc¢u Proporzicije 3.15
imamo eksplicitan rezultat za singularne vektore u odredenom gl modulu, pa koriste¢i
homomorfizam ® i Propoziciju 3.14 na primjeru rekonstrukcije singularnih vektora za
D iz singularnih vektora za gl ilustriramo vezu ireducibilnih modula za te dvije Liejeve
algebre.

U Tocki 3.4 koristenjem Teorema o generirajué¢im poljima (navedenog u drugom po-
glavlju) diskutiramo verteks-algebru MVi+e.

Teorem 3.17 [19] (M1+= Y, 1,w(B)), pri cemu je 1 = 1®uy, w(B) = (J o+ 5J%)1,
je algebra verteks operatora. Pri tome je jako generirana poljima J*(x), k € Z>o uz

Y (-, 2): MV — (End M V=) [z, 271]]

Y(J*, 1,2) ij —hemel = R ().

meZ

Potom eksplicitno odredujemo Zhuovu algebru A(M; *+>):

Teorem 3.19 A(MV1+=) je polinomijalna algebra u beskonacno varijabli, tj izomorfna
sa Clzg, 1, ..., Ty -]

Za ¢ = 1 nalazimo parametrizaciju od A(LY1+).
U Poglavlju 4 definiramo Liejevu algebru D™ i pokazujemo da je potprostor

D = Spanc{J: : m € Z, k € Z>,} ® CC

od D Liejeva podalgebra od ﬁ(vidi Propoziciju 4.1).

Potom konstruiramo generalizirani Vermaov modul

Woo _ (1
za koji ponovo pomocu Teorema o generiraju¢im poljima vidimo da ima strukturu algebre
verteks operatora.



Teorem 4.5 (MEVQ%",Y, 1,J',1) je algebra verteks operatora jako generirana poljima
JH(x), k € Zsy gdjeje 1 =1 Q@ g i

V(@) MYy — (EndMY5y) [z, 27 1]]
jedinstveno prosirenje od

V(L) = Jha ot = k().

meZ

Ako izostavimo uvjet jako—generiranosti, vidimo da je ova verteks-algebra zapravo
generirana samo s dva polja.

Propozicija 4.6 Verteks algebra M52 je generirana poljima J'(x) i J*(z), odnosno
MY = (J1,1, J251).

U Poglavlju 5 ra¢unamo singularni vektor na nivou 4,
Teorem 5.1 M_VZ"C" na nwou 4 ima singularan vektor

Vs = (Ji; - JE4 + Ji4 - (Ji2)2)1

1 to samo za ¢ = 1. Na nivoima 2 1 8 nema singularnih vektora.

~(1)

Definicijski uvjet D) vs = 0 u sebi sadrzi beskona¢no mnogo jednadzbi koje vy mora

ispunjavati, ali nam ocita ¢injenica 13((7172)1)5 = 0, za m > 3 i Lema 5.2 reduciraju taj
beskonacCan sustav na konacan sustav linearnih jednadzbi.
Lema 5.2 Neka je v € Mz, takav da J§v = av i JEv = 0zaneki a € C, m € Z {0},

k € Z>q. Tada je i J5 v = 0.

Pokazujemo da ideal generiran singularnim vektorom sadrzi i vektor

9
0= (—22J s +9J,J%, —2J T, — 5((133)2 —9J %, +8(JE) +4(J1,)T,

Koji ¢e nam biti koristan u uspostavljanju veze sa W53 verteks algebrom.

Takoder odredujemo minimalan skup generatora za L";® = M"*/(v,), inace poznat
rezultat ali ovdje pokazan direktno iz singularnog vektora.

Teorem 5.6 Kvocijentna verteks algebra L5 je jako generirana poljima J'(x) i

J*(z).

U Poglavlju 6 ukratko ponavljamo definiciju Ws 3 verteks algebre, te uspostavljamo
vezu izmedu Wy 3 sa centralnim nabojem ¢ = —2 i MY u Teoremima 6.4 i 6.6.
Pokazujemo da je preslikavanje ® : W, 3 — LY definirano sa

2 2
Lo oo T2y W) o202+ 220,



odnosno
L(z) s J(2), W(2) \/g(ﬁ(z) _ %DJl(z))

je homomorfizam verteks algebri. B
Ly, , = Wa3/(vs,v.) je izomorfna sa L5

U Poglavlju 7, preciznije Teoremu 7.1 opisujemo singularne vektore do nivoa 10. Za
te rezultate koristimo Lemu 5.2 i neka programska rjesenja, budu¢i da broj nepoznanica
na sve ve¢im nivoima jako brzo raste (na nivou 10 imamo 88 monoma u PBW bazi).

Zatim iz singularnih vektora na nivou 6, odnosno za centralne naboje ¢ = 2, ¢ = —4,
analogno Teoremu 5.6, odredujemo minimalan skup generatora verteks algebre EKV;;:

Teorem 7.2 L2 = M":2 /(v,) je jako generirana poljima J'(2), J*(2), J3(2) i J*(2),
za c € {—1,2}.

U Poglavlju 8 opisujemo primarne vektore. To poglavlje je posebno znac¢ajno za vezu
s parafermionskim verteks algebrama i Poglavljem 10.

Poglavlje 9 je centralni dio disertacije. Ponavljamo rezultate iz [19], [26] o konstruk-
cijama verteks algebri W, pomocu fermionskih polja i Cliffordove algebre. Cilj nam je
prosiriti ove rezultate za verteks algebru W,,. Ideja je pomocéu principa dualnih parova
dekomponirati pogodan ekvivarijantan modul na izotipske komponente.

U Tocki 9.2. ponavljamo rezultate o kona¢nodimenzionalnim reprezentacijama Liejeve
grupe GL(l,C) i Liejeve algebre gl(l). U Toc¢ki 9.3. ponavljamo rezultate o dekompoziciji
verteks superalgebre F®' iz [37]. Sama dekompozicija dobije se primjenom Teorema 9.1
na dualni par (g[(l),g[) za vektorski prostor F®'. Potom se pomoc¢u homomorfizma & :
D é\[ pokazuje da je ireducibilna komponenta za trivijalnu teZinu upravo LV1+e,

U Tocki 9.5 navodimo definiciju simplektickog fermiona kao verteks superalgebre F®!
i ponavljamo rezultat Abea o grupi automorfizama simplektickih fermiona.

Teorem 9.8 [2] Grupa automorfizama Aut F je izomorfna simplektickoj grupi
Sp(2l,C), koja prirodno djeluje na simplekticki prostor razapet sa {b;(—1)|0), ¢;(—1)|0)},
odnosno

Aut(F®) ~ Sp(21, C).

Buduéi da je GL(l,C) podgrupa od grupe automorfizama, to mozemo promatrati
djelovanje GL(I,C) na simplekti¢kim fermionima.
Teorem 9.15

(Jf‘@l)GL(l,(C) ~ Llj/zoz

Koristedi rezultat o generatorima asocijativne algebre AGLEC) mi dokazujemo da je
(FEHGLAO) jreducibilan modul za gl,, $to nam primjenom izomorfizma ® daje da je
ireducibilan modul za W,,.

U Teoremu 9.18 dajemo potpunu dekompoziciju simplektickih fermiona kao W,-
modula:



Za teZinu A € ¥ parametriziranu cjelobrojnim [-torkama (mg,...,m;) takvim da
my > My > ce My > My :0:...mj0_1 > myj, > ...my

singularni vektor je dan formulom

Uy — =+,m1 =My === My =—,—my |0>
A—\_:l ...\_4,L'O ‘_‘jO ceey .

Tezine za gl, su dane relacijom

Ez’,ﬂf}\ = —|ilkivy,
gdje je k; broj my,—ova vecih ili jednakih i, za ¢ > 0, odnosno broj m,—ova manjih ili
jednakih ¢, za ¢ < 0. Tada vrijedi i dekompozicija

F* = @ L\ GL,T)) @ LA, gl D),

~

gdje je L(\,GL(l,C)) ireducibilan GL(l,C)—modul najmanje tezine X\ a L(A,()),gl,,!)
ireducibilan gl -modul najveée tezine A,(\).

Ovi nasi rezultati mogu se shvatiti kao eksplicitna realizacija prostih verteks algebri
Wso 1 u budué¢em radu planiramo proucavati kombinatorne posljedice tih rezultata.

Kona¢no, u poglavlju 10 u Teoremu 10.3 uspostavljamo vezu s parafermionskim alge-
brama. Dokazujemo egzistenciju izomorfizmas:

K(sly, —1) =2 LY,

gdje K (sly, k) oznacava parafermionsku verteks—algebru nivoa k. Ovaj rezultat pokazuje
da se parafermionska verteks algebra moze u slucaju k = —1 shvatiti kao verteks algebra
pridruzena Liejevoj algebri DO,



Poglavlje 2

Verteks algebre 1 algebre verteks
operatora

U ovom poglavlju definiramo osnovne strukture, verteks algebru i algebru verteks ope-
ratora. Zatim definiramo standardne algebarske koncepte (homomorfizam, izomorfizam,
podalgebru, podalgebru generiranu podskupom, ideal, kvocijentnu strukturu) u kontekstu
verteks algebri i algebri verteks operatora. Uglavnom pratimo izlaganje iz [29], no korisna
referenca su i monografije [20] i [23].

2.1 Formalni rac¢un

Neka su z, xg, 1,... medusobno komutirajucée formalne varijable. Za vektorski prostor
V' definiramo

V{z} = {D vaa"lv, €V}, V[z, 2 ] ={)_vaa"|v, € V},

neC neL

Viz] = {Z v v, € V, v, = 0 za dovoljno velik n}

neN

Viz,z7 '] = {Z vz | v, € V) v, = 0 osim za kona¢no mnogo n}

neZ
V] = {D_ vaa"| v, € V}
neN
V((z)) = {Z v v, € V, postoji N € Z takav da v, =0 za sve n < N}.

neL

Za f(x) =, cpvna™ € V[[x]], definiramo formalnu derivaciju s
d n—1
%f(l‘) = %nvnx )

te formalni reziduum

Res, f(z) =v_; € End V.

Formalna §—funkcija je formalni red

d(z) = a" € Cllz,z"]].

neE”L



Propozicija 2.1. [29], Proposition 2.3.6 Za prirodan broj n vrijedi

(o) 75 () =0 (ar) = ()

Propozicija 2.2. [29], Proposition 2.3.7 Za prirodne brojeve m i n vrijedi

(21 — x2)™ (i)na:glé (ﬂ) = { %:;)n" (a%)n_m 2510 (ﬁ-;) , m<n

O x2 0, m>n

Definicija 2.3. Verteks algebra je uredena trojka (V,Y, 1), gdje je V wvektorski prostor,
1 € V istaknuti vektor (vakuum vektor) i linearno preslikavanje iz V' u prostor Laurentovih
formalnih redova

Y(.,z):V — (End V)[[z, 2]

a—Y(a,x)= Zanx*’%l

nez

tako da su sljedeci uvjeti ispunjeni
1. Za sve a,b €V postoji ng € Z takav da a,b =0 za n > ng.

2. (svojstvo kreacije) Za a € V vrijedi lim,_,0 Y (a,2)1 = a. Drugim rijecima, clanovi
od Y(a,x)1 pridruZeni negativnim potencijama su 0 i slobodni koeficijent a_11 je
a. Svojstvo kreacije ima za posljedicu injektivnu korespodenciju izmedu skupa stanja
(vektorskog prostora V') i ImY C (End V)[[z,z™!]].

3. (svojstvo vakuuma) Y (1,z) = Idy, identiteta na V.

4. (svojstvo derivacije) Postoji preslikavanje D € End V' takvo da vrijedi D1 = 0,
D,Y(a,z)] = % Y(a,z) = Y(Da,z), za sve a € V. Iz ovog uvjeta direkino slijedi
D, Y (a, dia ,T), g uv) ]
Da = CL,Q]_.

5. (lokalnost ili slaba komutativnost)

Za svaka dva a,b €'V postoji N € Z takav da

(z1 — 22)N[Y (@, 21),Y (b, 25)] = 0.

Propozicija 2.4. ([29], Theorem 3.5.1) U verteks algebri (V,Y,1) vrijedi Jacobijev
identitet,

T510 (xl —_ x2) Y (u,71)Y (v, 23) — 2510 ($2 — xl) Y (v, 29)Y (u, x1)

Zo —Zo

= x515 (xl _ xo) Y (Y (u, z0)v, x5),

T2
pri cemu je 0(x) = Y ., a" delta funkcija.
Znacaj Jacobijeva identiteta je visestruk. Kao aksiom, moze zamijeniti svojstvo deri-

vacije i lokalnost u definiciji verteks algebre (detaljno razmatranje o medusobno ekviva-
lentnim karakterizacijama verteks algebre nalazi se u [29]).



S druge strane, u Jacobijevom identitetu je zapisan beskonacan skup operatorskih
identiteta u End V. Usporedba koeficijenata uz monom

—l-1_-m—1_,—n—1
Ty T3 Ty

daje Borcherdsovu relaciju iz [12]

S (s~ o) = 3 ()i

i>0 >0
Cesto se postavljaju dodatni zahtjevi, vezani za graduaciju.

Definicija 2.5. Za graduirani vektorski prostor V =], ., Vin) kaZemo da je

nez

1. kvazikonacan ako dim V(,) < oo, za sven € Z,

2. restringiran ako postoji indeks ng < 0 takav da Vi) =0, za sve n < ny.

Definicija 2.6. [29], Def 5.1.22. Algebra verteks operatora je uredena cetvorka (V,Y,1,w)
pri cemu je (V,Y, 1) verteks algebra, V = | |, ., Viny graduiran kvazikonacan i restringiran
vektorski prostor, te postoji istaknuti vektor w € Vi) takav da

(1)
Y(w,z) = anx_”_l = Z L(n)z~"2

pri cemu operatori L(n) ¢ine bazu Virasorove algebre, tj zadovoljavju relaciju

m?’—m

[L(m), L(n)] = (m = 1) Linsn + Omn—5

Cvy,

pri cemu ¢y € C zovemo centralni naboj ili rang od V.
(2) L(—1) = D, odnosno L(—1)v =v_s1 zav €V,

3) L(O)|y, . = nldy ., odnosno L(0) djeluje poluprosto na V. Za a € Vi, piSemo
( (n) (n) .] j ( )
wta =n.

U literaturi je poznata sljedeca karakterizacija algebre verteks operatora u kojoj se
se vidi da beskonacan skup relacija za [L(m), L(n)] mozemo zamjeniti sa kona¢no mnogo
netrivijalnih relacija. Kod W5 s-verteks algebri ¢emo generalizirati taj princip.

Propozicija 2.7. Uredena cetvorka (V,Y,1,w) je algebra verteks operatora ako i samo ako
je (V. Y, 1) verteks algebra, V = | |, ., Vi) graduiran kvazikonacan i restringiran vektorski
prostor le postoji istaknuti vektor w € V(g takav da

wow = Dw,
wiw = 2w,
wow = 0,

W3 = §CV17

wpw =0, n > 4.
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Dokaz. 1z komutacijskih relacija za Virasorovu algebru se lako vidi da algebra verteks

operatora mora zadovoljavati ove relacije. Pretpostavimo da imamo verteks algebru koja

ispunjava uvjete propozicije. Uvrstavanjem u Borcherdsovu relaciju v = v = w, [ = 0,

m <> m+ 1, n <> n+ 1 dobije se

m+1
1

L(m), L(n)] = sy tonia] = 3 ( ><W>m+n+2_i _

>0

m—+1
(Wow)mnt2 + (M 4 1)(W1W)mgnt1 + ( 3 )(Wsw)m+n1 =

(m?> —m

6 )CV (1)M+n—1 -

m3 —m)c
—(m+n+2)wnine + 2(m 4+ Dwpinet + %&n,n =

(DW)minta +2(m + 1)(W)mins1 +

(m —n)L(m +n) + W’_Tmm(sm,n

]

Definicija 2.8. Neka su (V1,Y1,1) i (Va,Ys,1) verteks algebre. Homomorfizam verteks
algebri je linearno preslikavange f : Vi — Vy takvo da

fYi(u, z)v) = Ya(f(u), z) f(v) Yu,v € V4
odnosno
f(unv) = f<u>nf(v>7 Vu,v € Vi,n € Z,
te
f(1)=1.

Homomorfizam algebri verteks operatora (Vy, Y1, 1,wt) i (Va,Ys,1,w?) je homomorfizam
verteks algebri f : Vi — Vo uz dodatni zahtjev na konformne vektore

f(w') = w? odnosno fL*(n) = L*(n)f.

Zbog fL'(0) = L*(0)f vidimo da f ¢uva graduaciju, a zbog L'(2)L'(—2) = jcyil za
t = 1,2 vidimo da centralni naboji moraju biti jednaki.

Definicija 2.9. Podalgebra verteks algebre (V,Y, 1) je vektorski potprostor U od V takav
da1 €U idaje (UY,1) verteks algebra.

Drugim rije¢ima, U mora sadrzavati vakuum vektor i biti zatvoren na operaciju u
verteks algebri, odnosno Y (u, z)v € U((z)) zau,v € U, tj. u,v € U zau,v € U. Analogan
koncept za algebre verteks operatora mora voditi rac¢una i o konformnom vektoru.

Definicija 2.10. Neka je (V,Y,1,w) algebra verteks operatora. Podalgebra verteks ope-
ratora od V' je vektorski potprostor U takav da 1,w € U i (U,Y,1,w) je algebra verteks
operatora.

Ekvivalentno, podalgebra verteks operatora je verteks podalgebra koja sadrzi (isti)
konformni vektor w.

Potreban nam je i koncept algebarske podstrukture generirane podskupom (kao na-
primjer podgrupa, podalgebra asocijativne ili Liejeve algebre).

11



Definicija 2.11. Neka je S C V. Verteks podalgebra generirana skupom S (oznaka (S))
je najmangja verteks podalgebra od V' koja sadrzi V. Drugim rije¢ima (S) je presjek svih
verteks podalgebri od V' koje sadrZe S.

Naprimjer, za prazan skup, (§) = C1.
Propozicija 2.12. Za podskup S verteks algebre V' vrijedi
(S) = span{ugl)...uﬁl?l lre N, uY, . u e S ny,...,n, € Z}.
Definicija 2.13. Neka je S skup generatora verteks algebre V.. Ako vrijedi
V= span{uﬁlll)...ui?l lr e N,u, . ul™ e Sny, . n, € Zog),
kazemo da je V jako generirana skupom S.

Analogno se definira podalgebra algebre verteks operatora generirana skupom S kao
najmanja podalgebra verteks operatora koja sadrzi S. Lako se vidi da je to upravo verteks
podalgebra (S U {w}).

Ideal je koncept poznat iz teorije asocijativnih algebri i Liejevih algebri, potreban za
proucavanje kvocijentnih struktura. Ima ga smisla definirati u kontekstu verteks algebri.

Definicija 2.14. Ideal u verteks algebri V' je potprostor I takav da za sve v €V, w € I
Y(v,z)w € I((z)), Y(w,z)v € I((2)),
odnosno vyw, w,v € [ zav eV, wel.

Oc¢ito su V' i 0 ideali u V. Ako su V # 0 jedina dva ideala u V kazemo da je verteks
algebra V prosta. Pokazuje se da je svaki ideal u verteks—algebri V' i dvostrani ideal.

Takoder, uo¢imo da ukoliko je V' algebra verteks operatora, vrijedi D = L(—1) = wy
i L(—1)v = v_y1, iz Cega slijedi uvjet DI C I. Dakle u algebri verteks operatora svaki
lijevi ideal je i (obostrani) ideal.

Sad mozemo definirati kvocijentnu strukturu.

Propozicija 2.15. [21] Neka je I ideal u verteks algebri V. Tada je (V/I, Yy, 1+ 1)
verteks algebra, uz
(u+1p(v+1)=uv+1,

za u,v € V, n € Z. Dobivenu strukturu nazivamo kvocijentna verteks algebra.

2.2 Moduli za verteks-algebre i operatori ispreplitanja

U ovoj tocki ponavljamo definiciju modula za verteks algebru (odnosno algebru ver-
teks operatora) te definiciju operatora ispreplitanja. Kod klasi¢nih algebarskih struktura
(naprimjer Liejevih algebri ili asocijativnih algebri), modul za strukturu i reprezentacija
te strukture su ekvivalentni koncepti. Kod verteks algebri je ta veza suptilnija. Naime
reprezentacija verteks algebre je znatno sloZeniji koncept od reprezentacije neke klasi¢ne
strukture. Za detaljniju ekspoziciju pogledati u monografiji [29].
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Definicija 2.16. Neka je V = (V,Y,1) verteks algebra. V-modulom nazivamo uredeni
par (W, Yw), pri éemu je W vektorski prostor sa linearnim preslikavanjem

Yw (-, z): V — (End W)[[z, 2]

v Y (v,x) = Zvnx_”_l,

neL

takvim da za sve u,v eV tw e W
u,w = 0 za dovoljno velikin,

ili, ekvivalentno
Yiv (u, 2)w € W(());

Yw(l, SL’) = Idw,

xald <x1 — x2) Y (u, 21)Yw (v, 29) — xglé (

Zo

Lo — 1

) Y (v, x2) Y (u, 1)

= x2_15 (351 _ xo) Y (Y (u, xo)v, x2)

X2

(Jacobijev identitet).

Vidimo da su aksiomi modula za verteks algebru analogni odgovaraju¢im aksiomima
verteks algebre. Jedini koji nema pandana je aksiom kreacije, logi¢no jer je Yy (v, x)1 € W
avelV.

Verteks algebra V' je oc¢ito V-modul i naziva se adjungirani modul, kao u teoriji Liejevih
algebri.

Svojstvo derivacije vrijedi ali uz ogranic¢enja. Naime, vrijedi formula

d
Y (Dv,z) = —Yw(v,z), veEV,
dx
ali problem je u izrazu [D,Y (v,z)]. Naime, D € End V je kanonski definiran sa Dv =
v_o1, ali nije jasno $to bi bio D € End V.

Definicija 2.17. V-modul (W,Yw,d) je uredena trojka takva da je (W,Yw) V-modul,
d € End W endomorfizam takav da za v € V

[d, Yiy (v, 2)] = Yy (Dv,x) = %Yw(v,x).

Ako je V algebra verteks operatora i (W, Yy, ) modul za verteks algebru V', lako se vidi
da ba§ L(—1) = Ly (—1) ispunjava ulogu derivacije na .

Definicija 2.18. Vektorski prostor W je modul za algebru verteks operatora V' ako je
modul za verteks algebru (V,Y, 1) i ako vrijedi

W= | Wa.
heC

pri cemu su Wiy = {w € W|L(0)w = hw} teZinski potprostori, uz uvjete da su W)
konacno dimenzionalni, te da postoji M € R takav da Wy =0 za Reh < M.
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Prirodno se definira pojam homomorfizma modula verteks algebre i modula za algebru
verteks operatora.

Definicija 2.19. Neka su (W1,Y1) i (Wa, Y2) moduli za verteks algebru V.. Homomorfizam
V-modula je linearno preslikavanje ¢ : W1 — Wy takvo da

Y(Y1(v,2)w) = Yao(v,z)(w) zav € V, w € W)
ili, zapisano u terminima komponents

Y(oWMw) = v@P(w) zav €V, w € Wy, n € Z.
Prostor V-homomorfizama iz Wy u Wy oznacavamo sa Homy (Wy, Ws).

Ako je V algebra verteks operatora i (W7, Y]) i (Wa, Ys) V—moduli, V-homomorfizam
¥ je kompatibilan s graduacijama:

V(W) my) € (Wa)m).-

Izomorfizam, endomorfizam i automorfizam se definiraju na standardan nac¢in. Algebra
endomorfizama V-modula W se oznacava Endy (V).

Definicija 2.20. Neka je W V-modul © neka je U potprostor od W. U je podmodul od
W ako je (U,Yy) V-modul.

Neka je T podskup od W. Najmanji podmodul koji sadrzi T nazivamo podmodul
generiran skupom T' i oznacavamo (T').

Vrijedi analogon karakterizacije verteks podalgebre generirane skupom.

Propozicija 2.21. Neka je W V-modul i T C W. Tada

(1)

(T) = Spanc{vgl) coPwr e N o™ e Ving,.n, € Z,w € T},

(2)
(T') = Spanc{v,w|v € V,w e T,n € Z}.

Drugi dio propozicije ustvari kaze da se kompozicija verteks operatora u podmodulu
moze zapisati kao linearna kombinacija verteks operatora iz tog podmodula.

Koncept operatora ispreplitanja i pravila fuzije je generalizacija pojma tenzorskog
produkta modula (|21], [30]).

Definicija 2.22. Neka su M*, M?, M? tri V-modula. Operator ispreplitanja tipa (
je linearno preslikavanje

M)
I(.x) : M' — (Hom(M?, M*)){z},

u I(u,x) = Zuax_o‘_l

aeC

koji ispunjava sljedeée uvjete
(i1) Za svakiu € M, v e M?, a € C, uqsrnv =0 za n € Z dovoljno velik.

(i2) I(L(—1)u, z)v = L1(u,z)v zauw € M*, v € M™.
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(i3) Za a € V,ue M', v € M? vrijedi Jacobijev identitet

x510 <x1 — xg) Y (a,z1)1I(u, z2)v — 2516 ($2 — zl) I(u,x9)Y (a, zq)v

Zo —Zo

=2, (xl — xo) I(Y(a, xo)u, x9)v

T2

.. M3
Oznacimo sa I(M1 A2

menzija tog vektorskog prostora naziva se pravilo fuzije za taj tip.

) vektorski prostor svih operatora ispreplitanja tipa (MJIV[LQ). Di-

2.3 Konstrukcija verteks-algebri

U ovom poglavlju izlazemo definicije i rezultate potrebne za Teorem o generiraju¢im
poljima. Taj teorem je vazan alat u konstrukciji primjera verteks algebri. Ideja konstruk-
cije je da se za odredene formalne redove potencija, slabe verteks operatore

a(x) = Z anpr "L
nez

odrede dovoljni uvjeti da bi oni generirali neku verteks algebru, odnosno algebru verteks
operatora. Pratimo izlaganje iz [29)].

Definicija 2.23. Neka je W wvektorski prostor. Slabi verteks operator na W je formalni
red potencija

a(x) = Z apr "t € Hom(W, W ((z))).

neL

Prostor Hom(W, W ((x))) slabih verteks operatora oznacavamo sa E(W).
Neka je d € End V. Slabi verteks operator na paru (W, d) je slabi verteks operator na

W takav da
d

d,a(@)] = d(z) = +-a(a)
Prostor slabih verteks operatora na paru (W, d) oznacavamo sa E(W,d).

Preslikavanje definirano formulom
a(x),b(z) = Resz, (21 — x)"a(xq1)b(z) — (—x + 21)"b(x)a(x1))
ima za rezultat slabi verteks operator (|29]) pa mozemo definirati preslikavanje

Ve (-, z0) = (End E(W)[[zo, 5]

a(z) — Ye(a(z),x0) = Za(x)n$5n_1

nez

Problem nastaje jer ne mora vrijediti
Ye(a(x), o) € Hom (E(W), E(W))((z0)),

pa ni Jacobijev identitet nije definiran.
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Definicija 2.24. Slabi verteks operatori a(x) i b(x) na W su medusobno lokalni ako
postoji k € Ny takav da

(21— 22)*la(w1), b(w2)] = 0.

Slabi verteks operator koji je medusobno lokalan sam sa sobom nazivamo verteks operator.

Teorem 2.25. ([29], Theorem 5.5.18.) Neka je S C E(W) skup medusobno lokalnih
verteks operatora na W. Tada se S moZe uloZiti u verteks podalgebru od E(W), odnosno
slaba verteks podalgebra (S) generirana sa S je verteks algebra kojoj je W vjeran modul.

Vrijeds
(S) = Spanc{a'V (), ...l (2),, 1|a (x) € S, n; € Z, i = 1., 7 2 0}

Teorem 2.26. ([29], Theorem 5.7.1.) Neka je V vektorski prostor sa istaknutim vek-
torom 1 1 linearnim operatorom d takvim da d1 = 0. Neka je dan T" C V' 1 preslikavanje

Yo : T — Hom(V,V((x)))

a— Yy(a,z) = Z apr "t

neL
takvo da vrijedi Yo(a,x)1 € V[z]] 1 a_11 = a,

d
[dv }/0(@7 ZL’)} = %%(av x);
za a, b € T postojgi prirodan broj k takav da
(1 — x2)"[Yo(a, 21), Yo(b, 22)] = 0;
1 v je linearno generiran vektorima

a..a1,

zar>0,a" €T, n; €Z.
Tada se Yy mozZe na jednistven nacin prosiriti do linearnog preslikavangja

Y(-,z): V — Hom(V,V((2)))
takvog da je (V,Y, 1) verteks algebra. Y je zadan relacijom

V(Y..a1,2) = aW(2),,...a” (2),, 1y

ni

pri cemu za a € T, a(x) = Yo(a,z). Operator d na V zadovoljava aksiom derivacije. Uz
oznaku

T(z) = {a(z)|a € T}

izomorfizam verteks algebri ¢ : (T'(x)) — V dan je formulom

a(r) = Res,z ta(z)1.
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Teorem 2.27. ([29] Theorem 5.7.4) U uvjetima prethodnog teorema, neka je V' res-
tringiran modul za Virasorovu algebru centralnog naboja 1 tako da vrijedi L(—1) = d i
L(=2)1 € T, tako da koeficijenti od Yo(L(—2)1,x) odgovaraju danoj reprezentaciji Vira-
sorove algebre na V':

Yo(L(=2)1,2) = Ly(z) = > L(n)a™">.

nez
Pretpostavimo da za svaki a € T postoji m € Z takav da
[L(0), a(x)] = ma(z) + zd'(z),
odnosno
[L(0),a,] = (m —n—1)a,, zan€Z.

Tada se Yy moZe prosiriti na jedinstven nacin do linearnog preslikavanja Y sa V wu
Hom(V,V((z))), tako da (V,Y,1,L(—2)1) ima strukturu algebre verteks operatora (bez
zahtjeva na graduaciju).

2.4 Zhuova algebra

Ponavljamo konstrukciju Y. Zhua, koji je u svojoj disertaciji [39] pokazao da kvocijent
verteks algebre V' po odredenom idealu O(V'), uz pogodno definiran produkt, ima struk-
turu asocijativne algebre. Znacaj te algebre proizlazi iz Teorema 2.31 i 2.32 koji problem
klasifikacije ireducibilnih modula za verteks algebru transformira u problem klasifikacije
ireducibilnih modula za asocijativnu algebru.

Definicija 2.28. Neka je V' algebra verteks operatora. Definiramo bilinearna preslikava-
nja

x:VxV >V
o: VXV =V
Za homogenia € V 1 b €V stavimo

1 4 x)vte wta
aob= RestY(a,x)b = Z ( ; )ai_gb

z? >0
(1+ )™t wta
axb=Res,—Y(a,z)b= o Ja;_1b
——Y(a, ) ; o )ai
i prosirimo na V- x V. — V po linearnosti. Oznacimo s O(V') linearnu ljusku elemenata

oblika aob, a s A(V') kvocjentni prostor V/O(V). Za a € V projekciju u A(V') oznacavamo
s |al.

Teorem 2.29. [39] (A(V), ) je asocijativna algebra.

Propozicija 2.30. [21] Neka je J ideal od V takav dal ¢ J, w ¢ J. Tada je asocijativna
algebra A(V/J) izomorfna algebri A(V)/A(J), pri cemu je A(J) slika od J u A(V).

Za homogeni a € V definiramo o(a) = ayq—1 1 prosirimo na V' po linearnosti.
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Teorem 2.31. [39] (a) Neka je M = &2 (M (n) Zy-graduirani slabi V-modul. Tada je
M(0) A(V')-modul s djelovanjem

za sve a €V iv e M(0).
(b) Neka je U A(V)-modul. Tada postoji Z.-graduirani slabi V-modul M takev da su
A(V)-moduli M(0) i U izomorfni.

Teorem 2.32. [39] Postoji bijektivna korespondencija izmedu klasa ekvivalencije iredu-
cibilnih A(V')-modula i Klasa ekvivalencije ireducibilnih Z. -graduiranih slabih V-modula.

Navodimo i rezultat Abea o generatorima Zhuove algebre.

Propozicija 2.33. ([2] Proposition 2.5.) Neka je V algebra verteks operatora i S
skup koji jako generira V. Tada je A(V') kao asocijativna algebra generirana skupom

{la][a € 5}.

Ove rezultate ¢emo koristiti pri odredivanju Zhuove algebre A(MV+<) i potom za
odredivanje parametrizacije za A(L} ).
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Poglavlje 3

Verteks algebra Wy

U ovom poglavlju prvo ponavljamo konstrukciju verteks algebre Wi, iz [19] koja
nam je potrebna u nastavku radnje. Uz to i dajemo nove dokaze o strukturi Zhuove
algebre i precizan izvod nekih formula za singularne vektore iz [25].

Prvo navodimo definicije Liejevih algebri Di é\[ i njihove generalizirane Vermaove
module. Navodimo definiciju homomorfizam

(boiﬁ%é\[

koji na g?[—modulima inducira strukturu D—modula. ®( se prosiruje analiticki do izo-
morfizma N R
o :D° = gl,

gdje je DO analiticko proSirenje od D. Ova konstrukcija je izuzetno vazna jer se iz nje
moZe dokazati da su ireducibilni kvazikona¢ni gl-moduli ujedno i ireducibilni kvazikonacni
D—moduli. R

Za ilustraciju, na primjeru poznatih formula singularnih vektora za gl rekonstruiramo
singularne vektore za D za male centralne naboje. Zatim definiramo skup slabih verteks
operatora za koje se vidi da su medusobno lokalni, tj. da ispunjavaju uvjete Teorema o
generiraju¢im poljima. Time generalizirani Vermaov modul za D dobiva strukturu ver-
teks algebre. Naposljetku razmatramo neke primjere Zhuovih algebri pridruzenih W o
verteks algebrama.

3.1 Liejeva algebra D

Definicija 3.1. Definiramo graduirani vektorski prostor
D = Spanc{J: : m € Z, k € Z>o},

pri cemu su J& = —t**mOF (diferencijalni operatori na kruZnici u varijabli t), a teZine
zadane relacijama wt J* = m.

Propozicija 3.2. Uz komutator definiran formulom

max(k,l)

[ k ,
k 1 k+1—1
[va Jn] - ;_1 ((Z) [k + m]z - (Z) [l + HL) Jm-l—n ’
pri cemu je [x]; = x - (x—1)-...- (x — i+ 1) (silazni produkt ili silazna potencija), D ima

strukturu graduirane Liejeve algebre, gdje je wt J& = m.
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Radi urednijeg zapisa, ponekad ¢emo koristiti oznaku A’fnln(z) za koeficijent (i) [k +
k
ml; — ;)L + nl.
Neka je D = td;. Operatori L¥ = —t™D* tvore alternativnu bazu za D. Vrijedi
formula J* = —t™[D];. U terminima potencija od t i formalnih polinoma f i g u D
vrijedi formula za komutator

[t f(D),t"g(D)] = t™"(f(D + n)g(D) — f(D)g(D + m)).

Propozicija 3.3. Uz 2-kociklus definiran formulom

S e+, r=—s>0
V(t"f(D),t°g(D)) = q i==r

“W(t5g(D), " f(D)), r=—5<0

0, inace

D=Da&CC je (do na izomorfizam jedinstveno) centralno prosirenje od D.

Ovo centralno progirenje prvi put se pojavilo u ¢lanku [24] a dokaz jedinstvenosti
centralnog progirenja se moze nad¢i u [18] ili [31].
Vrijede relacije za kociklus

k!
U(f(H)I), g(t)oh) = mReStzof(lH)(t)g(k) (t)dt,
Lol k!
le(an Jn) = 5m;nm[l€ + m]l+1[l — m]k

Uz tezine wtL! = wtJ¥ = m, wtC' = 0, centralno progirenje D = D & CC ima

Z-graduaciju
D = D..

mEZ
Pri tome je D,, = Spanc{JX : k € Zso}, Do = Dy za m # 0 i Dy = Dy & CC.

D sadrii Heisenbergovu algebru generiranu sa LY, = J° . m € Z

(L2 L0) = [J2, JY] = 6y, —nmC

m’)“n

i dvije parametrizirane familije Virasorovih algebri Vir®(3), 8 € C, generirane sa
Ly (B) = Ly, + (m +1)BLy,,

Ly, (B) = Ly, + (m + B(1 — m))Ly,.
pa je relacija za komutator u tim Virasorovim algebrama
m — m?

6

[Ln(B), Ly (B)] = (m = n) Ly 1, (B) + Om,—n (1-68+63°)C.

Vidimo da je centralni element od Vir®(3) skalirani centralni element od D, tj. cen-
tralni naboji su povezani relacijom

Cp = (128 —128* — 2)Cs5.
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Za 8 = 0 dobivamo L} (0) = L;, = J; i Co = —2C3.
Liejeva algebra D ima trokutastu dekompoziciju
D=D,&D,®D_,

pri ¢emu ﬁi = @ﬁij.
jEN
Za funkcional A € Df i centralni naboj ¢ € C definiramo Vermaov modul najvece
tezine A

A~

M@(c, )\) = Z/{(D) ®L{(50€B5+) Cuy,

gdje je Cuv, jednodimenzionalni (lijevi) Z/{(ZSO & ﬁ+)—m0dul, sa djelovanjima definiranima
na sljedeéi nacin

Cuy = cuy,
hvy = )\(h)U)\, h € Dy,
ﬁ+v/\ =0.

Postoji jedinstven ireducibilan kvocijent Lz(c, A) Vermaovog modula Mz(c, ).
Iz Poincaré-Birkhoff-Wittovog teorema i univerzalnosti modula slijedi

Propozicija 3.4. Baza modula Mz(c, \) je
{H JT’:ijU)\ re 2207 k?j S 2207 m; S Z, (mj, k]) S (mj+1, /{Zj+1)}.
j=1
Pri tom tvrdnja vrijedi za bilo koji uredaj na skupu Z?, mi uzimamo
(mi, k’l) < (mj, k’]) <~ ((ml > mj) ili (mz =1my; 1k < k’]))
Vermaov modul Mz(c, A) nije kvazikonacan jer bazu za (Mz(c, ) inesvi ([ ]_, Jff{'j)v,\
iz baze za Mp(c, A) takvi da je 7_, m; = n. Treba nam dodatna struktura.

Definicija 3.5. Podalgebru p Z-graduirane Liejeve algebre g nazivamo parabolickom
podalgebrom ako sadrzi Borelovu podalgebru go + g .

Propozicija 3.6. Definiramo
P = Spanc{Jy, : m+k > 0},
P=PaCC.
P je parabolicka podalgebra od D.

Dokaz. Prvo dokazimo zatvorenost na komutator. Iz formule za komutator vidimo da je
P’ = [P, P] generirana elementima

()= (5o m) st

k,l € Zso, i,m,n € Z, k+m >0, +n >0, max(k,l) > i.

gdje je
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Vidimo da ako element Jff#;i nije sadrzan u P, vrijedi ¢ > k+m ii > [ +n pa su
[k +m]; = [l + n]; = 0, odnosno koeficijent mu je 0. Dakle komutator dva elementa od P
je linearna kombinacija elemenata iz P, odnosno P' C P.
P je parabolitka tj. sadrzi Dsg jer J% € Dsq povla&i m > 0 pa je m + k > 0.
O

Ako je najveca tezina A = 0, tada ﬁo —|—ﬁ+—m0dul Cvp mozemo prosiriti do P—modula
djelovanjem P - vy = 0. Inducirani modul

Mz (e, P) = U(D) @5y Cuo.
je kvocijent Vermaovog modula Mz(c,0) i naziva se generalizirani Vermaov modul.
Navodimo sada vaznu karakterizaciju kvazikona¢nih modula.
Teorem 3.7. (|25], Theorem 4.2) L5z(c, \) je kvazikonacan modul ako i samo ako se
formalni red
n!
n=0

Ax(z) =3 SA(LY)

moze zapisati u obliku

m Mg LG T
A)\(l') _ Zi:lx €

1 , myn; € Zy, oy € C.
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3.2 Liejeva algebra gA[

Definicija 3.8. Neka je gl vektorski prostor beskonacnih matrica A = (a; ;)i ez sa ko-
nacno mnogo nenul dijagonala. Drugim rijecima, za svaki A = (ai;)ijez iz gl postoji
konacan podskup S C Z takav da j —i ¢ S povlaci a; ; = 0.

Matri¢ni produkt elemenata od 5[ je tada dobro definiran upravo zbog uvjeta na
dijagonale. Sa E; ; ozna¢imo matricu koja na koordinatama (4, j) ima 1 a drugdje 0. Iako

formalni zapis
A=Y By
ijez
nije konacan pa nije linearna kombinacija, jednoznac¢no opisuje elemente od gl.

Propozicija 3.9. 5{ uz operaciju matricnog produkta ima strukturu asocijativne algebre.
Uz komutator

[A,B] = AB — BA
i Z-graduaciju zadanu sa wt E; ; = 7 — 1, 5[ ima strukturu Z-graduirane Liejeve algebre.

Dokaz. Antisimetri¢nost se direktno vidi. Za A=), ., aapEap, B =, 4cz Bealica te
C= Zp,qEZ Vp.qEipq vrijedi

[A4,BLCI = D wsbearpalldscBod — SaaBes) Bpg) =

a,b,c,d,p,qEZ

Z aa,bﬁc,d’}/p,q(5b,05d,pEa,q - 5b705a,qu,d - 5a,d6b,pEc,q + 5a,d5q,cEp,b) =

a,b,c,d,p,qEZ

Z (au,bﬁb,d’Yd,v - aa,bﬁb,v’)/u,a - aa,bﬁu,a’ﬁ),v + aa,vﬁc,a’Yu,c)Eu,v-
a,b,c,d,u,vEZ

Ciklicko uvrstavanje povlaci da je koeficijent uz E, , u [[A, B], C]+[[B, C], A| +[C, 4], B,
lijevoj strani Jacobijevog identiteta upravo

Z (au,bﬁb,dﬁ)/d,v - Oéa,bﬁb,'ufyu,a - O‘a,bﬂu,a’}/b,v + Oéa,vﬁc,a’)/u,c + ﬁu,b’Yb,dOéd,v
a,b,c,deZ

_Ba,bf)/b,vau,a - 5a,b")/u7aab,v + 5a,v7¢,aau,c + ’Yu,bab,dﬁdﬂ) - ’)/a,bab,vﬁu,a
_Va,b&u,aﬂb,v + 'Va,v@c,aﬁu,c) =0.
Matrice koje imaju samo jednu netrivijalnu dijagonalu mozemo zapisati kao
A=Y aBiira, B=)_ BiEjju
i€Z jEz

pa vrijedi

[A, B] = Z(szﬂzvra — @ib0i) Eiiatb,
SY/

odnosno struktura Liejeve algebre je konzistentna sa graduacijom.
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Zbog Z-graduacije vrijedi trokutasta dekompozicija
gl = (@ g[j) @ gly, & (EB g[j) =gl Dgly@gl_
JEL>0 J€ZL<o
Propozicija 3.10. [15] Vektorski prostor
gl =gl CK
je centralno prosirenje od gl, pri cemu je 2-kociklus zadan relacijom C(A, B) = tr([J, A|B),
gdje je J = ngo Ejj-

Definiramo wt K = 0, pa i na gA[ imamo Z-graduaciju i trokutastu dekompoziciju

gl = (@ g@) @ gl, @ (EB g[j) —gl, ®gl,®gl_
J€Z>0 J€Z<o
pri cemu je gA[O = gNID ¢ CK, ali = g[i za i # 0.
Za funkcional A\ € gl i centralni naboj ¢ € C definiramo Vermaov modul najvece
tezine A R
Mg(e, A) = U(al) @y eai,) Coxs

gdje je Cuvy, jednodimenzionalni (lijevi) u@o ® §[+) -modul, sa djelovanjima definiranima
na sljedeéi nacin

Kuvy = cuy,

hoy = A(h)vx, h € gl
g[JrU)\ =0.

Ireducibilni modul najvecée tezine A, LgA[(c, A), je kvocijent od MgA[(c, A) po maksimalnom
graduiranom podmodulu. R

Zap = {(a;;)ijezlai; = 0ako i >0 > j} se vidi da je parabolicka podalgebra od gl jer
sadrzi gA[Jr @gAIO i zatvorena je na komutator. Neka A\ najveca tezina takva da Aog(E; ;) =0
za svaki j i A\g(K') = ¢. Imamo generalizirani Vermaov modul

Mg(c,p) = U(gl) @u(p) Coy,-
Veza izmedu D i gl je uspostavljena u [25]:

Teorem 3.11. Preslikavanje ® : D — 5[ definirano relacijama
Oo(t"f(D)) = > f(—=j)Ej—mj, [ €Clal,
JEL
Oy(C) =K

je homomorfizam Liejevih algebri. ®q se prirodno proSiruje na homomorfizam ® : DO —
gl, pri cemu je
DY = Spanc{t" f(D)|f(z) € O},

O skup holomorfnih funkcija. ® je 1zomorfizam.
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Dokaz. ® je surjektivan zbog ¢injenice da za svaki diskretan skup argumenata (u nasem
sluc¢aju Z) i zadanih vrijednosti postoji holomorfna funkcija koja u zadanim tockama
poprima zadane vrijednosti. O

Teorem 3.12. & inducira strukturu D-modula na gl—modulima. Stovige, vrijedi O(P) C

p, pa je
M@(C, P) - Ma(c, p)

wzomorfizam D modula.

Definicija 3.13. Neka je g Z— graduirana Liejeva algebra. Za vektor v # 0 u g—modulu
V) najvece tezine A kaZemo da je singularan ako g, v = 0.

Modul najvece tezine V) je ireducibilan ako i samo ako su jedini singularani vektori
oni kolinearni sa vektorom najvece tezine.

Propozicija 3.14. Singularan vektor za 5[ U Ma(c,p) je ujedno 1 singularan vektor za
D.

Dokaz slijedi koristenjem homomorfizma .
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3.3 Konstrukcija nekih singularnih vektora za gl
U [25] su opisani singularni vektori za gl kad je ¢ € Z,:

Propozicija 3.15. Za ¢ € Z, singularni vektor za 3[ u Ma[(c,p) dan formulom v, =
Efgll, a 1reducibilni modul najvece teZine je kvocijent

Lg(c,p) = My(c,p)/U(a) EF5'1).

Promotrimo analiticku fukciju

=R =3 e =Tl - )

1= s=1

Vrijedi (¢~ f(D)) = Ei, pa singularni vektor iz Propozicije 3.15 moZemo zapisati kao

(1 (D)L
U kvazikona¢nom D® modulu, vektor #™g(D)1 mozemo zapisati kao t™g(D)1 gdje je
g(x) holomorfna funkcija, a g(z) polinom.
Ocito je t71f(D)1 = t'1. Za centralni naboj ¢ = 1 ra¢unamo

(D)) L=t f(D) (D)L=t f(D)t "1 = (¢ (D) + [t (D), t7'])1 =

() +t2(f(D = 1) = (D)1

Na nivou 2 vrijedi relacija t72[D]s1 = ¢t2D(D — 1)1 = J?,1 = 0.
Direktnim rac¢unom se dobije

t2(f(D—1)— f(D)1=t"22D — 1)1.
Uvrstavanjem u prethodni ra¢un dobivamo
(D) L= (1) + 772D = 1)1 = ((J2)* + J2 — 2J0,)1.
Do na skalar —1 isti rezultat ¢emo kasnije dobiti direktnim racunom.
Ponovimo istu pric¢u za c = 2.
(D)1=t f(D)(t (D)1

Uvrstavanje (t71f(D))*1 = ((t71)* + t72(2D — 1))1 i koriStenje komutacijske relacije u
DO daje

() +3t7 22D - 1) —t3@2Df(D —2) —2f(D — 1) — 2f(D)(D — 2) — 2))1.
Sli¢no kao u prethodnom slucaju dobivamo
@2Df(D —2) —2f(D—1)—2f(D)(D —2) —2))1 =t *(6[D], — 6D + 2)1,
pa zakljucujemo

vy = (—(J°))? = 3J°,J% +6J°, J, — 6%, + 6], —2J°)1.
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3.4 Konstrukcija verteks algebre W

Propozicija 3.16. [19] Vektorima iz M+~ = Mz(c, P) oblika J*, |1 pridruzimo slabe
verteks operatore Svi J*(x), k € Z>o su medusobno lokaln.

Dokaz. Ratunamo komutator polja J*(z1) i J'(z2) pomoéu komutacijskih relacija u D:

e R S (1 L R R

i>0,m,n€Z

k!l kel
£ 3 gyl el = e

m,neZ

Oznacimo prvu sumu sa I, drugu sa /1. Raspis prve sume pomoc¢u komutacijskih relacija
u D nam daje

l 7 m—n-+i— —i+m —m—
D O e e

1>0,m,n€Z
§ k k+l1 —k—1l— 141 l+ —l 1 _
. [Z—I—TL] Jm+nz : m—n—1+1 n— z —n—
2
i>0,m,n€Z
k+l—i,,—k—l—m—n—1+1i k+m—i, .—k—m—1__
E () E :Jm—l—n E :[k"{'m]z% 21
m—+n m
k
k+l—i, ,—k—l—m—n—1+1 l+n—i,,—l—n— 1 _
E:(Z §:Jm+n Ty E [+ nfai™ 2y
7 m+n m

; (i) T () (a%)ix;la (%) - ; <’;‘) JEH=i () <a%)iw1‘15 (%) |

Sad Propozicija 2.1 povladi da je

= (o) () () ()

Druga suma, ona koja proizlazi iz 2-kociklusa, iznosi

ck!l! k—m—1 _k+m—(l+k+1)
1= S - b .
(k+1+1) ~

k — 5 =
l{:—i—l—kl'z +mk+l+1<8x2) Ty (m)v

pa vrijedi relacija

T (), I (1)) = kfé ((—W’(ﬁ) T ) = (k> ! Hl_i(“)) (a%)ms @)

1) ke o\ (1
(k + l + 1)' 8x2 = i)

Koristeéi relaciju (x; — z)™ (6931) 15(’“1) = 0 za m > n iz Propozicije 2.2 vidimo da

mnozenjem komutatora sa (r; — x )’“Hz postizemo lokalnost. O
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Teorem 3.17. (MYi+= Y 1, w(B)), pri cemu 1 = 1 ® vy, w(B) = (J, + BJ°,)1, je
algebra verteks operatora. Pri tome je jako generirana poljima J*(x), k € Zso uz

V(5 o)=Y gkt = R ()

mez,
koji se jedinstveno prosiruje na

Y (,x) : MMV — (End MV )|z, 27Y]).
Korolar 3.18. Svaki modul iz kategorije O je modul za MV1+=. Posebno, svaki ireduci-
bilni modul najvece teZine je modul za MW+,
Zhuova algebra

Rezultat o strukturi Zhuove algebre A(MY1+=) iskazan je u [19] ali dokaz nije prezen-
tiran. Zbog potpunosti izlaganja dokaz navodimo ovdje.

Teorem 3.19. A(MW1+=) je polinomijalna algebra u beskonacno varijabli, tj izomorfna
sa Clzo, 1, ..., Ty -]

Dokaz. Zbog 2.33 znamo da je A(MY1+<) generirana sa [J*, |1]. Preostaje nam dokazati
komutativnost Zhuove algebre. Koristec¢i formulu

[axb—0bxa] =Res,(1+z)" 'Y (a,2)b+ O(V)
i komutatorsku relaciju za 13, vidimo da je
([JF 1), [T )] = [, ] = [ 1) = [, ]« [JF, 1] =
=[JF 1xJy 1T 1 J% 1] = Res, (1 + 2)*J%(2)J",_,1+0(V) =

= [k = [k
(§)artnsom =3 (§)ukn s+ o) -
i=0 i=0
k K+l
k AW k
> (X () rmiziasom,
im0 \'/ =0 M J
To je linearna kombinacija elemenata oblika [JS7/77 (1] = [J¥1]. Ako je k' +m’ > 0,
element Jﬁ;l je trivijalan, pa je i njegova projekcija u Zhuovu algebru takoder trivijalna.
U protivnom, p = —k" —m/ — 1 > 0 pa koristec¢i poznate relacije
/ 1 / / !
JE1 = DF-m gk 1
" (=K' —m/ —1)! —hl

[(L(0) + L(=1))a] = [(L(0) + D)a] = 0

KA = (-1 (’“ g [

p

vidimo da je

odnosno
k+1

H‘]kk 1 ZO@ Jz—z 11
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za neke koeficijente oy, i = 0,...,k 4 [. Linearnu kombinaciju elemenata oblika [J*,1]
smo sveli na linearnu kombinaciju elemenata oblika [J*, 1], koji su generatori Zhuove
algebre.

Ako je neki a; netrivijalan, definiramo na generatorima jednodimenzionalnu reprezen-
taciju 7 asocijativne algebre A(MW1+=)

m([JL 1)) = b, i € Zy, (1) = 1.

Primjenimo li reprezentaciju 7 na relaciju za komutator [[J*, ,1],[J", ,1]], dobijemo da
je lijeva strana jednaka

([T ) ([T541]) — w1 ([T 1))

Ukoliko k # s, w([J*,_,1]) = 0 i komutator je jednak 0. Ako je k = | = s imamo isti
zakljucak zbog [[J*,_,1],[J",_,1]] = 0. S druge strane,

k+1

Zaﬂ([ﬂi_ll]) = # 0.

Time smo dosli do kontradikcije, odnosno za proizvoljne k, I, generatori [J*, 1]i[JY, 1]
komutiraju, pa je tada i asocijativna algebra A(MYi+=) komutativna.
[

3.5 Primjer c=1

Odredimo singularne vektore za Du MW+ za neke male centralne naboje. Singularan
vektor generira ideal u verteks algebri, koji je u korespodenciji sa idealom u Zhuovoj
algebri. R

Singularne vektore za D ratunamo direktno po definiciji, za razliku od Tocke 3.3, gdje
smo ih rekonstruirali iz singularnih za gl pomoc¢u homomorfizma ®.

Na konformnoj tezini 2 (centralni naboj ¢ = 1) singularni vektor trazimo u obliku

v=(AJ, + BJ, +C(J°)*1, A B,CeC.

JE T = (JL, TR +k§ ((1) [k +m]; — (]:) [—1 ])J’““ U Ga[—106)1,

i=0

L= (05— 3 (’“)[ 2 I + 6l + 211,

- 7
=1

TEIL L = (02T + .1 () (7 ) s + 2ty

~ 20 k[1]5 =2 (f) (=102 T )L



U rac¢unu ¢esto koristimo relaciju [—1]; = (—1)*k! (kad je moguée kra¢enje s odgovaraju-
¢im nazivnikom binomnog koeficijenta).

JEv je vektor na nivou 2 — m. U slucaju m > 2 takav vektor ne postoji, odnosno
JEv =0. m = 2 daje jednadzbu

Jhv = (A[-1) + B(k + 2)[~1], — Ck[-1])1.

To mora vrijediti za svaki k € Z>( pa dobijemo sustav jednadzbi

A+2B =0,
B-C=0,
¢ije je (jedno) rjesenje A = 2, B = C' = —1. Singularni vektor mora biti oblika v =

(2JY, — J°% — (J°))?)1. Uvrstavanje m = 1 daje
Jtv = (20,0 + (1 = 6r0)[= 2]k = 2[=1]x = (1 = Gr0) (k — 1)[=1]x) /2,1 = 0.
[zratunajmo svojstvene vrijednosti od J&.
Jhv = 2([k < 1] — [=1)p)J g + [k > 0)[= 2] J% — k[k > 1][-2]x 1],
—[k > 2|(k — D)[~1]J% + [k > 3](k — 2)[-1]x %, + 2[k > 0][—1]x(J°,)*)1

Za centralni naboj ¢ = 2 trazimo singularni vektor na nivou 6 oblika
v=(AJ*, +BJ'Y,+CJ + DJ° I, + B0, + F(J°))1,

A, B,C,D,E, F € C. Komutacijske relacije daju formule

JE T2 = (J2 T8 + %(()k—l—m (f)[—])ﬁ“%zx&mg[ 1)1,
JET 1 = (JHJE + ki(()mm (?)[—])J’“*“+25m3(k+3)[ 1)1,

- 7
=1

T %51 = (S5 T, — i (k)[ 313l + sk + 2)(k + 3)[=1]p)1,
JEJO JT = (SO Tk +I§ ((1) o+ ] — (’:) [_”i) O ki
20,215, — Xk: (f) [—1); Ty T — ki (f) 1), ’“—il

i=1 i=1 j=1

((1) k+m—i—1]; — (k B Z) [—1]]-) Jr’jb—_ig—jﬂ 9k [k + 26m 1 [ 1]k )1,

J J
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- 7
=1

k
k )
JEJ0 T = (J°,J°, Tk — Z < ) [—2]; I T 4 260 (K 4 2)[—1]xJ°,

—i( ) 1);.0°, 7%~ a+k MZ( > ( ; Z) (=2, 05757 — 6,3k (k + 3)[— 1]

=1 j=1

+20,1[— 1)1 %),

k
AT S RSN ) O] o [T
=1
k—1 k—1 .
—60m2k[—1]¢J2) +3 (’f) [~ 1; (’“ i 7’) (1% T
i=1 j=1

—2k—i—1k—i—j

-2 i Z I T o O sk (k — 1)[— 1)) 1.

i=1 j=1 (=1 k =gl
Za m > 3 su svi pribrojnici u gornjim izrazima 0 pa vrijedi J*v = 0. Za m = 3 dobije
se izraz

Jv = (4A[—1] + 2B(k + 3)[~1]x + C(k + 2)(k + 3)[1], — 2Dk[-1];

—E(K* + 3k)[—1] + Fk(k — 1)[=1]3)1.
Da bi to bilo jednako 0 za svaki k € Z~(, moraju vrijediti jednadzbe

4A + 6B +6C = 0,

9B +5C —2D —3E — F =0,
C—E+F=0.

Trebamo jos dvije jednadzbe da bi mogli izracunati vektor v. Uvrstavamo m = 2:
Jhv = (2A8,0 + 2Bk — Clk > 0][=3]; + D(2 — [k > 0]) [~ 1]+

VEQ(E+2) + [k > 1]#(/{ )1+ F(—6k[—1]s — [k > 2 (k ) 1) —1]0)J°, 1.

Uvrstavanja k = 01 k = 1 daju jo$ dvije jednadzbe
2A+2B+2D +4FE =0,

3C —D —-6E+6F =0.

Do na skalar jedino netrivijalno rjeSenje sustava je Sestorka (6, —6,2,—6,3, 1), pa singu-
laran vektor moze biti samo

v= (625 —6J 5 +2J% —6J°, T, +3J°,J% + 1(J°))*)1.
Provjera za m = 2,k = 2 te za m = 1 daju da 73+ zaista ponistava vektor v.
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Ra¢unamo svojstvene vrijednosti od J¥, k € Zsq. To najlakse odredimo usporediva-
njem koeficijenata uz (J°;)3 u v i Jfv. Rezultat je

J(]]C’U = 3(5]@70 — 1)[—1]k'l}

Opigimo Zhuovu algebru A(L¥1+=) za ¢ = 1. Imamo homomorfizam
= [JL1]

sa Clzo, 1, ., Tn,...] uw A(LW1+<). Singularni vektor v, = (2J1, — J% — (J°,)?)1 ¢e
nam dati dodatne relacije.
[J°,1] = [DJ° 1] = —x,

[J°,1]? = Res,(z~ ' 4+ 1) Z (2> [J2 J0 1) = [(J°))*1]
i>0
pa imamo
2.%1 + 29 — l’g =0

odnosno z; = 3[zgs. Projekcijom elemenata

Jiv, =625 —2J° T, +2J°, 0%, + 2%, — 4T,

Jov, =82, —18J%, +24J, —12J°, — 6J°, 7%, +12J° Tt — 12J°  J°,

u Zhuovu algebru dobiju se relacije x5 = %[%]3 123 = 711[1'0]4. Matematickom indukcijom
po k dokazujemo tvrdnju x = ﬁ[xo]kﬂ.
Bazu imamo. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve manje ili

jednake k.

k+1 k+1
kE+1 ) k+1 )
Jﬁzlvs_z<k+z>Jf;i2—zz( + )[—1]Z-Jﬁ:3;+z( + )[—Mﬁﬁ;
=2

2 [

i=1
k k+1—1 . k+1
k—+1 k+1-— k+1
_Z ( —Z’_ )[_1}1 Z < +j Z)[ ] k‘+1 ] +2Z ( + ) JO szll’t
i=1 7=1

Pogodnim grupiranjem i svodenjem na isti indeks sumacije pojednostavimo srednje tri
sume

k+1 k+1 . '
—22k+ (k41— i) (=1)Lg 1+Zk+ 1)(—=1)/ JFr1
k+1 k+1 .
= ke 1i(-1)16 - 1R 2_22k+1 k42— i)kt

Tada vrijedi relacija:

k41 k+1
Tove =20k +2) 75, +2) k4 1i(— 1) (k+2—4) T4 Z+2Z [k +1];(=1)1J° JErL

i=1
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Projekcijom u Zhuovu algebru i koristenjem relacija [J¥,1] = (—1)? (k/;’p) [J¥ 1] i

[JO, g%, 1] = [J°,1] % [J¥,_,1] vidimo da u Zhuovoj algebri vrijedi relacija
k+1 k+1
k+1 , k
(k+2)xpy = — ; < . ) [k+1);(k+2—i)xpy1 i+ ; (z B 1) k4 1)izoxt1—
Sada koristimo pretpostavku indukcije xpp1_; = ﬁ[zo]kﬂ_i i binomnu formulu za
silazne potencije
" /n
s 0= 3 ()
i=0
pa vrijedi
k+1 k+1
k41 k k+1);
k+2 - k+1]; —i . T e —i
(k +2)Tr 121 ( ; )[ + 1filwo]er2-i + 121 <Z _ 1) . Zxo[xo]kﬂ

k+1 k ‘ _
= [wo]42 — Z <k + 1) [k + 1i[ro — 1py1-i20 + ; <l:> ik +;]f;t2@ )1‘3[% — g

- 1
=0

= [xo]kt2 — Tolzo + Klrg1 + 953 (20 + K]k = [2o]rro-

33



Poglavlje 4

Verteks algebra Wxo

U ovom poglavlju konstruirat ¢emo verteks algebru MEVQ‘?. Polazimo od Liejeve algebre
We = 13(1), podalgebre od D = Wiioo generirane operatorima tdF, k > 1. Potom
za vakuum modul M"}?, pomocu teorema o generirajuéim poljima, dokazujemo da jest
verteks algebra. Pratimo osnovne konstrukcije iz [28].

Napomena: Verteks algebru MY+ pridruZenu Liejevoj algebri Wi, o, smo konstru-
irali na analogan nac¢in. Uo¢imo da je indeks koji se odnosi na centralni naboj drugaciji
iako W, C Wi 1 Wi imaju isti centralni naboj kao Liejeve algebre. Naime, indeks
—2c u Mg‘f se odnosi na Virasorovu podalgebru sadrzanu u Ws. Dok Wi sadrzi
(beskona¢nu) parametriziranu potfamiliju Virasorovih algebri Vir®(f) centralnog naboja

cg = (—128% + 128 — 2)c,

W sadrzi samo Vir™(0), centralni naboj Virasorove podalgebre je jednozna¢no odreden
Co = —2c.

4.1 Liejeva algebra DV

Propozicija 4.1. Potprostor
DY = Spanc{JE : m € Z,k € Zs,} & CC
od D je Liejeva podalgebra od D.

Dokaz. 1z relacije za komutator

max(k,l)

= Y ()i (D) al) 2t 4wk e

=1

vidimo da je komutator proizvoljna dva generatora od DO ponovo sadrzan u DV, Naime,
svi ¢lanovi u linearnoj kombinaciji s desne strane su ili Jﬁ#g “ili centralni element. U
prvom slu¢aju stupanj operatora deriviranja je k+1—i > k+[l—max(k,l) > min(k,l) > 1,
odnosno JERE € DO,

]

DO nasljeduje graduaciju i trokutastu dekompoziciju od D.

PV =P DY eDy e D), =D @DV @D

mEZ4 meZ4
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Definiramo Vermaov modul za teZinu \ € D((]l)* i centralni naboj c € C

~(1)

Mz (e, A) =U(D ) ®M(5él>®5(+l>) Lo,
Cuy = cuy,
hvy = A(h)ux, h € 13(()1)7
1353)1),\ =0.

Definirani modul nije kvazikonac¢an. Naime svaki homogeni podmodul (Mzq (¢, A))m
sadrzi linearno nezavisne vektore JX1, k € Z>y, m € Z<y, a takvih ima beskona¢no
mnogo.

Promatramo parabolicku podalgebru

PY =Spanc{J: : m+k>0,k>1}.
Za A = 0 imamo generalizirani Vermaov modul, tj. vakuum modul
M= = u(DW)

UMDV aPW) Cuo,

Cvg = cuvy,
7/)\(1)1)0 = 0.

Uocimo prirodno ulaganje koje proizlazi iz DM D
Mo MW,
Poincaré-Birkhoff-Witt teorem daje opis baze:
Propozicija 4.2. Baza modula Mly;g’ je
{75 ox 7 € Zso, my € Z, ks € oy, my + k5 <0, (my, ky) < (myya, ki) )
j=1
Pri tom koristimo isti uredaj na skupu indeksa kao kod modula za W, o,

(mz,kl) < (mj,kj) = ((ml > TTL]') ili (ml = m; ik < k]))

4.2 Liejeva algebra gA[O

Sjetimo se homomorfizma @ : D — gA[ i izomorfizma @ : D — 5[ iz Teorema 3.11.
Gledamo restrikciju ®|5, i definiramo

gl = Im(®|5)).

Tada je g/;ﬁ podalgebra Liejeve algebre 5[ i vrijedi sljedeé¢i rezultat.

Lema 4.3. Za i,j € Z vrijedi

E;;jegl, < j#0.
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Dokaz. Dokaz jednostavno slijedi iz sljede¢e formule:

So(t"Df(D)) =Y (=) (=) Ejm.j-

JEZ

Zbog eksplicitne realizacije iz Poglavlja 9, definiramo sljedeée generatore:

Ei,j = _jEi,j; Cl = —2C

Liejeva algebra 5[0 ima trokutastu dekompoziciju koja je nasljedena iz trokutaste dekom-
pozicije od gA[ Toc¢nije R R R R
gl, = (gl,)- @ (g)o @ (gl,)+
gdje je R L R
(al,)+ = gl Ngly, (gl)o = gl, N gl.
Posebno Cartanova podalgebra je razapeta s E’w 1# 01 Ch.

Analogno kao i za Liejevu algebru é\[ uvode se pojmovi Vermaovog modula, modula
najvece tezine, kvazi—konac¢nog modula te ireducibilnog modula najvece tezine.

Za A, € ((gl,)o)* oznacimo s L(A,, gl,, 1) pripadni ireducibilan modul najvece tezine
A, centralnog naboja .

Strukturna teorije ovih modula, kao i veza s kvazikona¢nim DO-modulima razvijena
je u ¢lanku V. G. Kaca i J. Liberatia [22] i analogna je teorije iz ¢lanka V. G. Kaca
i A. Radula [25]. Posebno iz tih rezultata slijedi da je svaki ireduciblini kvazikona¢ni
g[ofmodul ujedno i ireducibilan kvazkonad¢ni DO -modul.

4.3 Konstrukcija verteks algebre W,

Propozicija 4.4. [19] Vektorima iz My = Mz, (c, P) oblika J*, |1 pridruzimo slabe
verteks operatore
Tl JH@) =) Jhar

meEZ

Polja J*(x), k € Z>1 su medusobno lokalna.

Dokaz. Koeficijenti verteks operatora zadovoljavaju iste komutatorske relacije kao i oni u
MM+ pa je dokaz isti. Vrijedi relacija

) )] = 3 (00 () 7ot = () w0)) (a2

— i i T
k'lle 0 1
1)k b+, —1 5001
ARSI A
Zbog Proporzicije 2.2 (21 — azg)m(a%l)”xz_lé(i—;) = 0 za m > n vidimo da mnoZenjem
komutatora sa (z; — x2)¥t*2 postizemo lokalnost. O

Uocimo da DV sadr#i i Virasorovu algebru Vir+ (B) za 8 = 0. Tada je vakuum modul
M">¢ ujedno i restringirani modul za Virasorovu algebru i vrijedi
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Teorem 4.5. (MEVQC’C",Y,LJlQl) je algebra wverteks operatora jako generirana poljima
JH(x), k € Z>1 gdje je

Y(2) s MYy — (Bnd M5 [[e,271]]

jedinstveno prosirenje od

Y<kk11$ ijszml Jk()

meZ

Propozicija 4.6. Verteks algebra M5 je generirana poljima J'(z) i J*(x), odnosno
MY = (J1,1, J251).

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom. Zbog

slijedi baza indukcije, tj.
J31 e (J,1,J2%,1).

Pretpostavimo da je za neki n, J", ;1 € (J1,1,J%,1). Tada
‘]31 ﬁn—ll :( )Jn+1 1- 2Jﬁn—217

i time smo pokazali da je i J"'',1 sadrzan u (J',1, J%,1). O

Korolar 4.7. Svaki DY —modul iz kategorije O centralnog naboja ¢ je modul za M52
Posebno, svaki ireducibilni DY —modul najvece tezine je modul za MKVZ"C“.
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Poglavlje 5

Singularni vektori u Mgoo

U ovom poglavlju eksplicitno konstruiramo singularni vektor na nivou 4 u univerzalnoj
verteks—algebri Mg‘x‘. Precizno opisujemo najvece tezine podmodula najvece tezine pod-
modula generiranog tim singularnim vektorom. Dokazujemo da je kvocijent univerzalne
verteks—algebre MKVQ"" po idealu generiranim tim singularnim vektorom jako generiran s
dva vektora. Ovi rezultati ¢e nam biti vazni za kasniju identifikaciju tog kvocijenta.

Teorem 5.1. M na nivou 4 ima singularan vektor
vs = (2 = 2+ T = (J)*)
1 to samo za ¢ = 1. Na nivoima 2 1 8 nema singularnih vektora.

Dokaz. Vektor na nivou 4 je razapet vektorima baze J*,1, J?,1, J',11i (J1,)?*1. Singu-
larni vektor, ako postoji, mora biti oblika

vs = (AJ?, + BJ?, + CJ', + D(J',))1,

A B,C,D e C. R
Da bi bio singularan, mora vrijediti DS:)US =0, tj. JEv, =0, za sve m > 0. Imamo
relacije:

max(k,3)
: 3 k o
TR =T 00+ ((Z) [k +m); — (Z) [—1]1-) JEE3 66, 4]— 11,
=1
max(k,2)

2 k .
TET =T+ ) ((Z) [k +m]; — <Z> [—2]i) JER20 4 2(k + 4) b a[—1]k,
=1

T = T i ((3)ee = (§)ima0e) e B0, ey,

k
k )
T2 = (JL)2 5 + 20k +m) Ty Tk =2 ( ) [— 1]t JET S 4 266, o[~ 1] S o+

- 7
=1



k2 +3k+8
an+24 i—j +C5m74%[_1]k~

Jasno je JXv, = 0, za svaki m > 4. Za m = 4 netrivijalni su samo ¢lanovi dobiveni iz
kociklusa. Da bi oni bili nula, za svaki prirodan &£ mora vrijediti

R4Th4+12 K+ 3k
6A 1 2B(k +4) +C +72+ D J“;’ T8 .

Usporedivanjem koeficijenata uz potencije od k dobijemo sustav

6A + 8B+ 6C +4D =0,

7.3
9B+ C+2D=0
HPRE R

C D
~+Z 0
2 + 2 ’
¢ije je rjeSenje (A, —A, A, —A), tj

— <J§4 - JE4 + J£4 - (J£2)2)1

Preostaje pokazati da J*, m € {1,2,3} ponistavaju vs. Koristeéi gornje formule vidimo
da JFv, sadrzi samo ¢lanove J'1 i J"1 koji su u kvocijentnom modulu 0.
U slucaju m = 2
Jovg = (2¢ —2)J1,1

pa slijedi da centralni naboj nuzno mora biti ¢ = 1. Uo¢imo Jiv, = —4v, i induktivno
pokazimo Jyv, = 0 za sve cijele k > 1. Bazu imamo. Pretpostavimo da tvrdnja Jiv, = 0
vrijedi za sve ¢ < k. Slijedi

max(k,2) max(k,2)
0=J2Jkv, = Z A(Q):g( VIRl TR g2y = (4L Z Aglzc TEH 4 Ry,

i=1
Zbog pretpostavke indukcije

max(k 2)

Z A Jk+2 7 4J§)IUS _ 0

pa je i —4J5 v, = 0 odnosno Jy v, = 0.
Analogno zbog Jivy =01 JZvy = —4v, induktivno slijedi Jfv, = 0 za sve cijele k > 1.
Time smo pokazali da v, = (J2,—J2,+J%,—(J',)?)1 jest singularan vektor za vakuum
modul. Direktno vidimo da na nivoima 2 i 3 ne moze postojati singularan vektor:

JEIt 1 =c [k + 2]a[—1]x1 # 0,

(k +.1)!

J¥(ag s+ BI?)1 = c(a(k +3) +28)1 £ 0.
O

Metodu iz prethodnog dokaza, iz dijela gdje dokazujemo JF1 = J5¥1 = 0, korisno je
zapisati kao lemu, jer ¢e i kasnije biti korisna za provjeru singularnosti vektora na veéim
nivoima.
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Lema 5.2. Neka je v € M":® takav da J3v = av i J*v =0 za neki a € C, m € Z\{0},
k € Zso. Tada je i JEHv =0.

Dokaz.
0=J3J v = ((2k —2(k + m))JEt + (K> — k — [k + m]2) JE + JEJS)v =
= —2mJ" Ny + aJfv = —2mJi e,
odnosno J* 1y = 0. O

Vrijedi rezultat o najveéim tezinama
Propozicija 5.3. Za singularni vektor iz Teorema 5.1 vrijeds
v, = 2(0p1 — [~1]1)vs, VE € Z51.

Dokaz. Rezultat ngs = —4v, imamo u dokazu prethodnog teorema. Lako se vidi i
Jvs = dv,, J3v, = 12v,. Induktivna metoda kao u Teoremu 5.1 ne funkcionira jer svi J¥
medusobno komutiraju. Ra¢unamo za k > 3:

k+3 k+2

sien = ()= (a3 ()m= (§ oo

i=1 i=1

() (Mmoo (e S ((Drr-a-

=1 j=1

_ (k +; - Z) [—1];)J5 7 =2 g((i) ki — (l:) (1) JL 55 )1,

Vidimo da je J§v, zaista na nivou 4. Izra¢unamo koeficijente uz vektore PBW baze
na nivou 4. Najjednostavniji je koeficijent uz (J!,)?1:

2 Z((l) 8= () (008110 = =260 =10

Za k > 3 koeficijent uz J3,1 je

()0, = (~[11) = (K2 + (= (5 ) -3hea) - ‘_2<6i,1k - (5

(Gesolk+1 = s — (’;fi:j) i) = [l — k= E

k—2 .
(5= 5= ) = 2l = 200 — 1)

Sli¢no se provjeri da su i koeficijenti uz J2,1 i J,1 takoder 2(dx1 — [—1]x)-
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Propozicija 5.4. Ideal (v,) u M"° sadrzi vektor
9
Drugim rijecima, u kvocijentnom modulu L5 = M /(v,) vrijedi relacija

9
(—22J +9J%, 02, — 21,08, — §(J33)2 —9J T2, + 8(J1)2 + 4(J,)%) 1 = 0.

Dokaz. Plan dokaza je da djelovanjem pogodnom linearnom kombinacijom operatora J2,,
(J2)?, JYJ2,, (J1)?, J2 na v, pokazemo da ideal (v,) sadrzi 6. Takoder koristimo
relaciju koja slijedi iz singularnog vektora, J®,1 = (J?, — J', + (J',)?)1. Ra¢unamo
djelovanja navedenih operatora:
J2 e = (5J =83 +10J%5 — 8, — 61, T2, + 4T, T )1,
J21)%0, = (3007 — 66J%¢ + 12872 — 1562 + 88J1 5 — 241, J%, + 321,72
1 6 6 6 6 6 274 274
—24J Tt —18(J%5)% — 8(J1,)* 4+ 241, T% )1,
JH TP = (5JY — 16075 + 3007, — 32J s — 61,2, — 6J1,J%, +4(J1,)?
+8J1, 01 )1,
JPovg = (6J° 5 — 14J%, +26J3 s — 36.J% + 36J%, — 8J%,J%, +12J1,J%,
—12J5, )1,
(JL)) 0y = (2026 — 6% + 14J1 5 — 4J1, T8, — 2(J15)*)1.
Usporedivanjem i eliminacijom vode¢ih ¢lanova dobijemo
(J2)? =53 vs = (4J% — 203, + 2472 — 92 +16J*,J%, — 28], )2,
+36J1, 01, 4+ 240, T2, — 18(J%5)% — 8(J1,)H1,
(—4J T2 4+ 5((J2)* = 5J3,))vs = (543 — 332J ¢ + 807,72, — 116J",J2,
+148J1, J1 + 1441, 2, — 90(J%5)% — 56(J15)%)1,

Eliminacijom J2¢1 pomocu (J!,)?v, dobijemo vektor

Q= (=27(J )2 —4J J?, +5(J2)* — 2572,)v,
= (162J24—T764J 4+80J",J? ,— 116, J? ;4256 5 J* , —90(J2,)*+144.T ;% ,—2(J1,)*)1
= (162J24—764.J1 5 —36.J1, 2, + 1761, J +80(J1,)* —90(J?3)> +144J 1, T2 s — (J15)?)1,
J3Q = (—980J% ¢ + 2688.J% 5 — 643277 s + 10704.J 5 — 768.J1,J%, + 274471, T2,
35841, J, + 864(J2,)? — 888J1 5%, + 24(J2,))1,
Pomocu relacije za ((J%;)* — 5J3,)v, eliminiramo ¢lan J441
(245((J2 )% = 5J3,) + J2(=27(J )? — 4J" | J?, 4+ 5(J2,)? — 25.73,))v,

= (219835 — 552J% s — 11836.J" 4 + 31527 -2 J3, — 4116.J",.J%, + 5236.J",.J",
—3546(J2,)? + 49927, J2, — 1936(J* ;)1
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Kombiniranjem sa (J!,)?1, iz prethodnog rezultata eliminiramo ¢lan J341 i dobijemo
da je vektor

QO = (604272 — 29420J s + 31521, %, — 4116J1,J%, + 9632.J1,J} , — 3546(J2,)°
+4992J! 502, + 262(J1,))1,

po konstrukciji takoder sadrzan u idealu generiranom singularnim vektorom vs.
Eliminacijom vodeéih koeficijenata u €2 i €' dobijemo da je vektor

9
1136(—22J g + 4J1, J°, + 5J1, 0%, +2J1, T8, — 5(JEg,)2 —9J1, %+ 8(J15)H)1 =
9
= 1136(—22J%; + 9J 1,2, — 2, T, — §(J33)2 — O T2+ 8(TH)2 +4(J8,)3)

sadrzan u (vs), pa onda i 6 € (v,).

Korolar 5.5. L' = MY /(v,) ima strukturu algebre verteks operatora.

Buduci da se u literaturi slovom L cesto oznacava ireducibilni modul najvece tezine,
oznaka L nam sugerira da nam je taj kvocijent zasad samo kandidat za ireducibilan modul.

Teorem 5.6. Kuvocijentna verteks algebra Ls® je jako generirana poljima J'(z) i J?(z).

Dokaz. PokaZzimo prvo da se svi vektori oblika J*1, k +m < 0 mogu prikazati, odnosno
jako generirati, pomo¢u komponenti dva navedena polja. Uo¢imo da prikazivost J*, |1
pomoc¢u J' i J2 pomoé¢u derivacije povladi i prikazivost J¥1, m < —k — 1. Bazu mate-
maticke indukcije imamo iz singularnog vektora v, (koji je u kvocijentu 0), t;

S = (T2 = I+ (J1)H.

Pretpostavimo da su za sve 1 = 1,... k, takve da k > 3, m +1i < 0, J', prikazivi
pomocu polja J' i J2. Djelujemo operatorom J*;1, na gornju relaciju. Desna strana je
k+1
k—1 1 1 k—1,2 k+1— k—1,1 k
T (J2y = Jh 4+ (L ZA—k+2 LI ZA—k+2 IOPANPS:
k-1 k—1 k—i
1 k—1,1 k— k—1,1 k—i,1 k:+1
271, AN OO AN L 6)ANL () )
=1 =1 j=1

S druge strane gornji izraz je jednak izrazu

k42 ko1
Tl =3 (30 = ( @« )[—Wﬁ:ﬁ;
i=1

U prvoj jednadzbi svi J' 1 imaju superindeks [ < k, pa su po pretpostavci indukcije
prikazivi pomoc¢u J!' i J2. U drugoj jednadzbi je slicna situacija, jedina je iznimka ¢lan
JE221. Njegov koeficijent je 3 — (k — 1)[—1]; = k + 2 dakle netrivijalan. Dakle vektor
J’~C+2 '1 je linearna kombinacija vektora manjeg superindeksa, koji su po pretpostavci

pr1kazw1 pomocu polja J! i J2, pa isto moZemo zakljuditi i za njega.
O

U sljede¢em poglavlju povezat ¢emo ove rezultate s W-algebrom W, 3, ¢ = —2.
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Poglavlje 6

Verteks algebra Wy, sa centralnim
nabojem -2 1 W, s—algebra

U ovom poglavlju konstruiramo izomorfizam verteks algebri EKVQ"" i W, 3 sa centralnim
nabojem —2. W. Wang je u ¢lanku [36] dao fermionsku realizaciju od Wh 3 sa centralnim
nabojem —2 i klasificirao njene ireducibilne module. Identificirao je singularne vektore
na nivou 6 u univerzalnoj verteks-algebri pridruzenoj W 3.

Mi ¢emo ovdje napraviti novi pristup verteks—algebri W, 3. Realizirat ¢emo W, 3 sa
centralnim nabojem —2 kao kvocijent univerzalne verteks algebre pridruzene W, s cen-
tralnim nabojem —2. Ta verteks algebra ima netrivijalan ideal generiran singularnim
vektorom na nivou 4. Prvo pokazujemo da je kvocijent univerzalne verteks-algebre pri-
druzene Wy, po tom idealu W-algebra tipa W, 3. Nadalje pokazujemo da su i Wangovi
singularni vektori za W, 3 nula u kvocijentu. Na taj nacin identificiramo na$ kvocijent
algebre Wy, s W, 3—algebrom iz Wangovog ¢lanka. Ove identifikacija je nova.

Definicija 6.1. W, 3 je univerzalna verteks algebra generirana poljima

L(z) = D" Lm)=""2 W(z) =Y Wmn)""

nez nel

takvima da su ispunjene relacije
[L(m), L(n)] = (m — n)Lan +n) + 1—62(7713 — )0,

[L(m), W (n)] = (2m — n)W (m + n),

1 1
W (), W) = (= ) (540 3) 40 2) = ot 200 +2))
L(m+mn)+ B(m—n)Apn + %[m + 2]50m,—ns
pri cemu je ¢ € C centralni naboj, f = 16/(22 4 5¢) i

A= L)L —n)+ 3 Lim — n)L(n) — —[m + 3JsL(m)

1
n<—2 n>-—2 0
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Univerzalna verteks-algebra W, 3 postoji genericki. Njena egzistencija je diskutirana
u fizikalnim ¢lancima [38]. Eksplicitan matematicki dokaz egzistencije ove univrzalne
verteks—algebre dan je u ¢lanku A. De Solea i V. G. Kaca [16]. Njihova konstrukcija
koristi nelinearne konformne algebre. Zbog svega toga je gornja definicija korektna.

Verteks algebru W3 generiraju vektori W(—3)1 i L(—-2)1. W(n)l = L(m)1 = 0,
za sve n > —3, m > —2. Ponekad nam je korisno koristiti pomaknutu indeksaciju
L,=(L(-2)1),=L(n—-1), W, = (W(=3)1), = W(n—2).

Teorem 6.2 ([36], Lema 2.1). 1) Ne postoji singularan vektor u (Wa3)n, n < 6.

2) Postoje dva linearno nezavisna singularna vektora u (Whas)e,

3 19 8 14 44
W2, — L%, — —L%, — —L oL 4+ —L_¢)1

vs = (W5 = 55 L% — g 9 9

9
U/ (§Wf6 + 9L,3W,3 - 6L,2W,4)1

S

3)
27 1
vl = %Wovs, Vg = %Wov;
4)

98 98
+ =)=+ + ).
Wo (6w, 271)8) 6(vs 27118)

Zelimo imitirati Propoziciju 2.7, tj. pokazati da su pomoc¢u kona¢no mnogo netrivi-
jalnih (i beskona¢no mnogo trivijalnih) relacija za djelovanja

L,L, LW, W,W
zadane relacije W, 3 algebre.
Teorem 6.3. Ako je verteks algebra V' generirana poljima

L(z) =Y L)z i W() =Y W)

nez neZ
takvima da su ispunjene relacije

W = W (W (=3)1 = (— 2 L(~5) + SL(~2)L(-3))1

w

3
o _ 8 _ o o _
WAW = (—=L(—4) + gL(—2)2)1, WoW = L(-3)1, W3W =2L(-2)1,
WaW =0, W =1, W, W =0, zan>6
- - 1- - - _ - - - - - -
LoL = §L, L'L=DL, L,L=0, L3L= gl, L,L=0,zan >4,
LoW =DW, LW =3W, LW=0, zan>2,
tada postoji homomorfizam verteks algebri Wo 3 — V', definiran sa
L(2) — L(2).
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Dokaz. Teorem dokazujemo direktno, uvrStavanjem u relacije W, 3 algebre.

2 4

Woll = W(-2)W (~3)1 = (CL(=5) + 5 (L(~2)L(~3) + L(-3)L(~2))
—1—52L( 5))1 = (—2L(—5) + gL( 2)L(—3) — §L<—5))1 _
= (- L(-5) 4 S L(-2)L(-)1
WATY = W (=)W (~3)1 = (2(o(~4+ 3)(~4+2) - é(—1))L(—4)
P25 (E(-2))? = S [ILL(~ )L = (~L(~4) + S L(~2))1
Wyl = W(0)IW (—3)1 — (3(115 0 (=1) - % 2 (—1))L(~3)
b330 (0 - SOBL-3) = L(-3)1,
Wyl = W)W (=3)1 = (4(1—15 0+ (1) — % 3 (=1))L(=2)
4 (0= SL(-2)1 = 20(-2)1
WAV = W(2)W (=3)1 = (5(% 12— é 4 (1) L(=1)
+§ 5 (= 130[2]5L( DN = aL(—1)1 = 0
Wl = W (3)W (—3)1 = (6(% 9.3 é 5+ (=1))L(0)
36 (Bl L(0)) + 5o )1 = 51
]
Sada promatramo slu¢aj za centralni naboj ¢ = —2 da bismo uspostavili vezu sa L"5°.

Teorem 6.4. Preslikavanje ® : Wy 3 — EI@” definirano sa

2
L(n) s J}, +—>\/7 n+
L(z) — J*(z) r—>\/7j2 ——DJ1

je homomorfizam verteks algebri.

odnosno

45



Dokaz. Prve dvije relacije iz definicije algebre W, 3 provjerimo direktno

[L(m), L(n)] = [Jl Jl] = ((m+1)—(n+ 1))J1+1_1 b B [m + 1]2[1 — m];

m’“n m—+n

3!
— (m—n)L(m+n) + ‘5"%‘”(”; —m)

m W) = 78, 202+ 22y = 2, 2+ 2 ) -
\/g(@(m + 1) —(n+2)J2, + [m+ 1 d) , + 05m7_n%[m +1]3(2 — m)+
TR = 1) P+ g — ) = 2 (2m = ) 2
+%”+2(2m — )LL) = (2m — )W (m 4+ n).

Zbog Teorema 6.3 dovoljno je provjeriti da vrijede relacije iz tog teorema da bi slijedila
relacija za komutator [W(m), W (n)] iz definicije Wh 3 verteks algebre.

2 2 1
WoW =W (=2)W(=3)1 = gJEQ g(ﬁs - 5‘]13)1 =
2 2
§(2Ji5 - 4JE5 + 3J£5)1 = §<2(2J35 - 4J£5 + 2J£2J13) - 4*]35 + 3‘]15)1 -
—10 8
(TJE5 + §J£2J£3)1.

2 1 1 2
WAW =W(-1)W(=3)1 = g(JE1 - §JE1)(JE3 — 5Jl?,)1 = g(4J§4 — 4.2,

5 2. 3 8
+§J14)1 = 5(—5]14 +4(J))1 = (—L(—4) + gL(—2)2)1.
2 2 1 2 1 1 23 1
WV = W(1)W(—3)1 = ;(Jf + gjll)(ﬁg - %J13>1 91,1 = 2L(-2)1.
2 1
WW =W (Q2)W(-3)1 = g(JQ2 +2J3)(J?5 — 5J£3)1 = 0.
2 5, 5o, 1 —2
WsW = W)W (=3)1 = (5 + 5J5)(J25 — 571)1 = —-1.
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Ve¢ smo izracunali u Propoziciji 5.4 da je vektor
9
sadrzan u idealu generiranom singularnim vektorom vy = (J3, — J?, + J', — (J1,))1,

odnosno 6 = 0 u L. Zapigimo 6 u terminima L(n) = J! i W(n) = \/g(J,% + 22 gl

9
(—22J1 +9J 2, — 21,00, — 5(JEg) — 9T %+ 8(J)? + 4T,

3
= —22L ¢+ 9L_2(\/jW_4 + L y)—2L oL 4 +4L%, — = \[ W_s+ L

—9L_3 \/>W-3+ —L_3)+8L%,

27
— 99 ¢+ 8L23+4L3 — W2+ 7Ly

327 27
—\/;(4W_6+ S Wy — 9L W)

Teorem 6.5. Neka su

3 19 8 14 44
s = (W2, — —L*, — —L*, — —L_,L L
ve = (GWos = 3gLos gl — g leloat g loo)l
9
U; = (§W,6 + 9L,3W,3 — 6L,2W74)1

linearno nezavisni singularni vektori iz Teorema 6.2. Vrijedi ®(vs) = ®(vy) = 0, odnosno
(vs,vg) C Ker ®.

Dokaz. Gornjim racunom je pokazano

9 3
Teorem 6.2 takoder sadrzi formule v/, = %I/Vovs7 Vs = %Wov; koje povezuju dva singularna
vektora. Stoga

9 3 ~9.98
0= Wo(—gB(u) + 20(x))) = —E-200(1]) + 54w,
. Determinanta sustava je 9-49/6 — 81 # 0 pa je nuzno ®(v,) = ®(v)) = 0. O

Teorem 6.6. Lyy,, = Wh3/(vs,v.) je izomorfna sa L.

Dokaz. Injektivnost slijedi iz Teorema 6.5, a surjektivnost iz ¢injenice da je L3 jako
generirana poljima J'(z) i J*(z) (Teorem 5.6). O
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Poglavlje 7

Singularni vektori za W, do nivoa 10
za opCenit centralni naboj

U ovom poglavlju klasificiramo centralne naboje za koje postoji singularni vektor u
M2 za DM do nivoa 10. Dajemo eksplicitne formule za singularne vektore za u slucaje-
vima ¢ € {—1,2,3,4}. Pomo¢u eksplicitnih formula za te singularne vektore dokazujemo
da je pripadni kvocijent jako generiran Virasorovim vektorom i primarnim vektorima
tezine 3,4, 5 u slucajevima ¢ € {—1,2}. Ti rezultati ¢e nam biti vazni u sljede¢im poglav-
ljima.

Teorem 7.1. Verteks algebra M na nivoima 5, 7, 9 nema singularnih vektora. Na
nivou 6 ima singularan vektor samo ako je centralni naboj c € {2,—1}. Za c =2

3 .

+(‘]i2)3)17
azac=—1
—1

: Jo+ PP — TP+ T TP — T TP — ()R + TP )L

1
s — _J5
v, (12 _6 +
Na nivou 8 ima singularan vektor samo za ¢ = 3:

vy = (—54J g + 782 — 9035 + 60J%g — 27J°¢ + 9%, — 3J7¢ + 2401, T,

—24J T2 42001, P — 120 T 68,0 + 3T T, — 6, T, T,
—6J I+ 3T, T 4 6T, T P 4+ 6T, T, — 62,7, + 302,02,
—6J T2+ T T T T )

Na nivou 10 ima singularan vektor samo za ¢ = 4:

vy = (15120J%, — 151202, + 91802, — 4140J* , + 1494.J°,, — 450.J° ,

15
+120J7 5 — 30J%,, + 7}210 — 27071, T + 39071, 02 — 45071, T35 + 3001, T2

—135J1, 0% + 45J1, 0% — 151,07 — 60J1 ,J g + 602, J s — 602 T
+60(J1,)? L6 + 601, J% 6 — 60J% T + 60.J° . J2 6 — 60(J1,)*J% 6 — 501, T2
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+50J2, T — 50T, T2 4+ 50(J1,)2 T2 ¢ + 3001, T2 — 302, T4 + 30.0°, T
—30(J1)? Ty — 1501 TP + 1502, 0% — 153 ,J° s + 15(J,)? % + 151, (J1,)?
—10(J1,)° L = 30, L T2, + 151, (J2,)% + 10(J1,)2 J2 4+ 3002, 1, T2,

—30J1 0%, T2, 4+ 151, (J2 )% = 10(J1,)2 2, + (J15)°)1
Dokaz. Djelovanjem operatora J;,JZ i J} na opéenit vektor vy = (a1J% 5 +aoJ? 5 +azJ? s +
agJ s+ asJ o J? 5+ agJ 5 5)1 sa nivoa 5 dobijemo sustav 6 jednadzbi koji je ranga 6 pa

nema netrivijalnih rjesenja:
12a; + 8as =0

6as + Tas + 3as =0
2a3 + 6ay + 6ag = 0
6ag =0
20a4 + 34a¢ = 0
—24a, — 36as — 30a3 — 20ay — 14a5 — 28a¢ = 0.
Dakle, nema ni singularnog vektora na nivou 5, bez obzira na centralni naboj c.

Vektor na nivou 6 mora biti oblika v, = (a1J%¢ + agJ* + azJ>¢ + asJ?s + asJ g +
aﬁJl2JE4 + a7<]12<]34 + a8J£2J14 + ag(JEQ)B' +a10(JE3)2 + allJl?,JEg + alQ(Jl3)2)]—, Za neke
kompleksne a;, 1 =1, .., 12.

Djelovanjem operatorima J}, J? i J} dobijemo sustav od 18 jednadzbi koji je ranga
10. Zapisane su one medusobno nezavisne

20@1 + 10&2 =0

12a9 + 9as + 3ag + 10a1p =0
6as + 8ay 4+ 6a7y — 8ag =0
2a4 + Tas + 9ag — 3ag — 4a1g — 2a17 — 4a12 = 0
6ag + 6a; + 4ag + 4a;; = 0
2a7 4+ bag + 9a1g + 2a11 + 8ao =0
60a; + 30as + 15a3 + 25a6 + 40a19 = 0
24a9 + 6as + 14a4 — 12a¢ + 30a; — 40a19 + 14a:; = 0
6as — 14as + 13as5 — 34a7 + 3basg + 15ag + 40a19 — 14a1; + 28a15 =0

60ag + 180ag + 48a,5 = 0.

Dva linearno nezavisna rjeSenja tog sustava su

3

(57_3757_6767_3737_371707070)
i 1 1

—,—,1,-1,0,1,-1 —1,1,0).

(127 67 ’ 707 ) 70707 ’ 70)
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Drugim rije¢ima, singularni vektor, ako postoji, mora biti u linearnoj ljusci vektora

3
Vo = (§J§6 — 3 453 — 6%+ 6 — 3T, T3 + 3L, 0%, — 3T, T, + (T,

1 -1

Vo1 = (-=J° + —
s,—1 (12 —6+ 6
Djelovanje operatorima J* za m = 5 ili m > 6 o¢ito poniStava gornje vektore, jer

MY3 nema vektora na nivou 1. Veé¢ imamo Jlv, o = Jiv, 1 = 0. Direktnim rac¢unom se
vidi

T+ J2g — 24 JLoJ2y — JL, 02, — (J25)" + JL025)1.

Joven = —6v,9, Jyvso = (3¢ — 6)(J>, — J2, + J', — (J15))1,
J§U5,2 = Jivs,Q = Jﬁlvs,Q = 0.

Da bi J21 poniStavao vso mora biti ¢ = 2. Zbog Leme 5.2 vidimo 1353)1)82 =0, tj. vs2
zaista jest singularni vektor za ¢ = 2.
Razmotrimo sad drugog kandidata za singularni vektor, v, _;. Vrijede relacije

Jovs 1 = (c+ D) (=2 + J2y), Jyv, 1 = =2(c + 1) ]2,

Jive 1 =4(c+1)JL,, Jivs 1 =0.

Da bi vs_ bio singularan, zbog gornjih jednakosti mora biti ¢ = —1. Zbog Leme 5.2
vidimo da je v, _; singularan za centralni naboj ¢ = —1.
Eventualni trec¢i singularni vektor v bi morao biti oblika av,s + Bvs 1. Djelovanjem
operatorima J3 i J3 vidimo a = 3 = 0.
Za singularne vektore na visim nivoima imitiramo ovu proceduru. Za vektor v na
nivou n znamo da je oblika
v = Z a;v;,

gdje su v; = ([ ], J%)l vektori PBW baze iz Propozicije 4.2 takvi da
my+ -+ m, =n.

Na v djelujemo operatorima J* za 'male’ m = 1,...,n, k € Z-, i koriste¢i komutacijske
relacije u DO dobijemo sustav jednadzbi Az = 0 po koeficijentima = = («;). Ukoliko
je prostor rjeSenja dimenzije veée od 1, uzmemo novi operator J5t1. Komutacijskim
relacijama iz nuZnog uvjeta singularnosti J**1v = 0 dobijemo novi sustav A’z = 0, tako
da retke matrice A’ koji su linearno nezavisni sa retcima od A ’"dodamo’ sustavu Ax = 0.
Ukoliko J*™lv = 0 nije producirao nijednu jednadzbu linearno nezavisnu sa Axr = 0,
prelazimo na uvjet J;, v = 0.

Bududi da je za nivoe vece od 5 rije¢ o velikim sustavima jednadzbi koristimo softver
za svodenje uvjeta J*Xv = 0 na sustav jednadzbi A’z = 0.

Ukoliko u nekom koraku dobijemo da je defekt d(A) = 0, zaklju¢ujemo da singularni
vektor ne postoji, i to je slu¢aj na nivoima 7 i 9. Ako dobijemo d(A) = 1 dobili smo
vektor v koji ispunjava nuzne uvjete singularnosti, ponistavaju ga neki od operatora J*
m > 0. Da bi provjerili da ga poniStavaju svi takvi J¥, dovoljna nam je provjera da je

v svojstveni vektor za J2 te da ga ponistavaju J!, m = 1,...,n. Time smo u uvjetima
Leme 5.2 i v jest singularan vektor. Na ovaj nacin dobijemo preostale singularne vektore
iz teorema. [

Teorem 7.2. L2 = M /(v,) je jako generirana poljima J'(2), J*(2), J3(2) i J4(2),
za c € {—1,2}.
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Dokaz. Postupamo kao kod Teorema 5.6.
Ako je J*, |1 jako generiran sa J'(z), J?(z), J3(z) i J4(z), pomo¢u derivacije zaklju-
¢ujemo da je i svaki J¥1, m < —k — 1 prikaziv na taj nacin, pa onda i svi monomi oblika

(Hz 1 m) 7k74§k
Baza matematicke indukcije, odnosno prikazivost vektora J°¢1, slijedi iz singularnih

vektora v,
2
Joel = g(3Ji6 — 53 +6J% —6J s + 31,2, — 3,02, + 3T, — (JL,),
za ¢ = 2, odnosno
1
JPl = 12(6J — P+ TR — TP A T TR () = T TP

za c= —1.

Pretpostavimo da su za sve i < k, J! 1 prikazivi pomocu dana 4 polja. Vektor Jk3 fraUs.c
je sadrzan u idealu generiranom singularnim vektorom, odnosno iznosi 0 u kvocijentu.
Naprimjer za ¢ = 2 imamo

10
JH2 (TP 2J46+?J3 —4J% 4T -2, 3, 20, T,

2

Zbog komutacijskih relacija u DO od prvog monoma dobijemo

max{k—3,5}

JES el = Y | ((f) [1]; = (k ; 3) [—1]1') JEN

i=1

pa je jedini ¢lan koji ima superindeks veéi od k onaj vodedi, tj. Jk“ '1 i njegov koeficijent
je 54+ (k—3) = k+ 2 # 0. Svi ostali ¢lanovi su manjeg superlndeksa po pretpostavei
indukcije prikazivi pomocéu J1(2), J2(2), J3(2) i J(2). Ostali monomi u izrazu J* 2, v,

su oblika ]

i=1
pri ¢emu su svi k; < 4, Stovise, > ., k; < 4. To zna¢i da komutiranjem nadesno operatora
J f;il koji anihilira vakuum, mozemo dobiti operator superindeksa najvise

k=3+> ki—r<k

Induktivna pretpostavka povlaci da su monomi Jkk+4(]_[ ki )1 jako generirani poljima

zlm

JY(2),1=1,2,3,4, pa pa je i Jﬁﬁﬂ jako generiran sa ta 4 polja. O
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Poglavlje 8

Primarni vektori u W

Motivirani rezultatima iz prethodnog poglavlja klasificiramo primarne vektore u verteks—
algebri MEVQ‘jj koji imaju konformne tezine 3,4, 5.

Buduéi da je M";> algebra verteks operatora (teorem 4.5), tada je ona i modul za
Virasorovu algebru Vir™ () centralnog naboja —2c¢ za = 0. U tom slu¢aju nas zanimaju
singularni vektori u M5 za Virasorovu algebru. Takvi vektori se nazivaju primarnim
vektorima i zbog uvjeta singularnosti moraju ispunjavati

L(n)v =0, =zasve n> 1.
Na nivou 3, primarni vektor ws, ako postoji, mora biti oblika
ws = (aJ?; + BJL)1

za neke kompleksne skalare i . Ovaj vektor je o¢ito anihiliran sa svakim L(n), n > 2.
Preostaje iz uvjeta da djelovanje operatora L(1) anihilira w3 odrediti skalare o i f.

L(Vws = J}(aJ?5 4 BJL5)1 = (a(5J2, + 2J5,) + B(4J1,))1 = 20+ 45)J1,1

Vidimo da ¢e to biti 0 ako i samo ako @ = —23, pa
2 -1
W3 = (J_3 + 7j_3)1

zaista jest primarni vektor.

Uoc¢imo da smo ovaj vektor ve¢ koristili u Teoremu 6.4 za konstrukciju homomorfizma
W — L5 za centralni naboj —2.

Sad Zelimo sliénim pristupom povezati verteks algebru W 345 1 EZ";’. Wasas je
generirana sa 3 primarna vektora konformnih tezina 3, 4 i 5, pa nam trebaju primarni
vektori ws, wy 1 w5 u ]\/[14/2;".

Teorem 8.1. Primarni vektori u M";° na nivoima 3, 4 i 5 su dani formulama

—1

Wy = (‘]33 + 2 JEB)]-?
5¢ — 11 11 - 5¢ c—4
wy = (— I+ 5 J 4 3 JL + (Jh)H)1
Tc— 57 o7 —Tc 3c— 33 21 —c 1
ws = (5 Jis + 0 s+ 50 J?5+ 50 JLy — §J12J13 +JL, 021
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Dokaz. U diskusiji prije teorema smo pokazali da je ws zaista primarni. Vektor w, trazimo
u obliku
w = (CL1J14 -+ CLQJE4 + CL3J§4 + a4(J£2)2)1.

Ocito ga ponistavaju svi L(n) = J! za n > 3, dok nam nuZne i dovoljne uvjete da je w
primaran daju jednadzbe

Jiw =0,

Jow = 0.
Operatori J} i J; poniStavaju vektor 1, pa ih koristenjem komutacijskih relacija pomi¢emo
desno do vakum vektora. Na taj nacin dobijemo sustav jednadzbi

1
" :554 520 3 "
Ay a2 .t =066 0 a2 =0
3 —4 . 3
0 | e (gL 666 82| °

Lako se vidi da je jezgra tog sustava upravo jednodimenzionalni potprostor

c—4
11§50
6
c—11

Ker A, = Spanc

ot

—o

odnosno primarni vektori na nivou 4 su kolinearni sa vektorom wy = (5Cg11 I3+ Hgs‘: J2,+
c—4 71 12
ws trazimo u obliku

w = (a1Ji5 + GQJES + CL3JE5 + a4Jf5 + a5<]i2<]i3 + CLGJiQJEg)]--

Oc¢ito ga ponistavaju svi L(n) = J! za n > 4, dok nam nuZzne i dovoljne uvjete da je w
primaran daju jednadzbe

Jiw =0,
Jyw = 0,
Jsw = 0.

Operatori J{, J; 1 Ji ponistavaju vektor 1, pa ih koristenjem komutacijskih relacija
pomicemo desno do vakum vektora. Na taj nacin dobijemo sustav jednadzbi

a1 e 6 2 0 0 6 0 T
. e 07 6 0 0 3 .
2 o 00 8 12 0 0 2
45| % :Jf — oo 0 0o 4 2 " =0
a4 e AN 76 6 0 12—c¢ 0 a‘*
a5 g 0 9 18 24 0 12— ¢ >
L 6 ] “27=8 |8 12 24 24 20—4de 10—2¢] L -
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Lako se vidi da je jezgra tog sustava upravo jednodimenzionalni potprostor

([ 21—c 7))
20,
3c—=33
20,
57—Tc

— 4
Ker A5 = Spanc 70957
60
=1
2
1

\ L 7

odnosno primarni vektori na nivou 5 su kolinearni sa vektorom ws = (7627 .J4,4-577€ 3 .-
3¢=33 72 | 2l—cql _ 171 7l 1 72
TJ_5 _|_ W‘]—E’) - §J_2J_3 _|’ J_QJ_3)1

O

Uo¢imo takoder da za (Virasorov) centralni naboj —2¢ = —2, odnosno (Liejev) ¢ = 1,
primarni vektor w, postaje upravo singularni vektor za Liejevu algebru D™,

v= (S =2+ T = ()N,

To je i oc¢ekivano jer R
Vir(0), c D,

odnosno vektor koji je singularan za D®) mora biti singularan i za Vir(0).
Konstruktivni postupak u dokazu teorema nalazi primarni vektor za opcéenit ¢ i poka-
zuje da ne postoji nijedan drugi primarni vektor na nivou 4, za ¢ = 1.

54



Poglavlje 9

Eksplicitna realizacija 1 simplekticki
fermioni

U ovom poglavlju ¢emo ponoviti eksplicitnu realizaciju verteks algebre Wy, iz [19],
te ju modificirati i primjeniti na verteks—algebru W,,. Ta konstrukcija daje ulaganje pri-
padne proste verteks algebre u Cliffordovu verteks superalgebru. Koristec¢i te ideje autori
su u [19] klasificirali ireducibilne module. Nas§ cilj je dokazati analogne rezultate za slucaj
verteks algebre tipa W.. Ulogu Cliffordove verteks-algebre zamijenit ¢e verteks-algebra
pridruzena simplektickim fermionima iz [2]. Umjesto algebre gl mi ¢emo gledati njenu
podalgebru gA[O. Koristedi eksplicitnu realizaciju pokazat ¢emo da na simplektickim fermi-
onima imamo komutirajuée djelovanje grupe GL(l) i verteks-algebre W,. Kao posljedica
ove konstrukcije bit ¢e dokazano da se prosta verteks-algebra pridruzena W, realizira kao
podalgebra simplektickih fermiona.

9.1 Teoremi o dekompoziciji pomoc¢u dualnih parova

Sada ¢emo navesti konstrukciju i teorem iz [26] koji su nam kljuéni u dekomporziciji
Cliffordove verteks algebre u izotipske podmodule.

Neka je A asocijativna algebra nad Cineka je g Liejeva algebra takva da je asocijativna
algebra A ujedno i g—modul. A-modul V' se naziva (A, g)-modulom ako V ima strukturu
g-modula tako da je

glav) = (ga)v +a(gv), ge€g, acA

Neka je
A'={a € Al ga=0}.

U primjeni ¢emo se fokusirati bas na tu podalgebru invarijanti.

Za ireducibilan g—modul F, sa Vg ozna¢imo sumu svih g—podmodula od V izomorfnih
sa E. Vg se naziva E-izotipska komponenta g—modula V. Vg je i A*—podmodul od V.
Naime za svaki g—podmodul U od V vrijedi da je preslikavanje U — aU, u — au
g—homomorfizam. Odaberemo jednodimenzionalan potprostor F' od E. Zbog Schurove
leme tad postoji jedinstven izbor (ovisan o F') jednodimenzionalnih potprostora F’ u
svakom ireducibilnom g—podmodulu od V. Sa V¥ ozna¢imo sumu svih takvih /. V¥
je A%-podmodul od Vg i vrijedi

Vg=E®VE,
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pa je
V=PEeV),
E

gdje sumacija ide po svim klasama ekvivalencije ireducibilnih g—modula. Uz ove oznake
vrijedi teorem:

Teorem 9.1. [26], Theorem 1.1. Neka je A poluprost g—modul. Neka je V (g, A)—modul
takav da je

1. V ireducibilan A—modul

2. V' je direktna suma najvise prebrojivo mnogo konacnodimenzionalnih ireducibilnih
g—modula.

Tada je svaka izotipska komponenta Vg ireducibilan (g, A)-modul, odnosno svaki VE je
wreducibilan A®-modul.

Treba nam i analogna tvrdnja za sluc¢aj gdje umjesto Liejeve algebre g imamo grupu
G. Tada se postavlja uvjet da je A modul za G. A—modul V je (G, A)-modul ako V' ima
strukturu G-modula tako da

g(av) = (ga)(gv), g€ G, veV, a€A

Analogno se definira A9. Ponovo vrijedi dekompozicija na izotipske komponente
V=PEv),
E

gdje E ide po klasama ekvivalencije ireducibilinih G— modula.

Teorem 9.2. [26], Remark 1.1. Neka je A poluprost G—modul. Neka je V (G, A)—modul
takav da je

1. V ireducibilan A—modul

2. V' je direktna suma najvise prebrojivo mnogo konacnodimenzionalnih ireducibilnih

G—modula.

Tada je svaka izotipska komponenta Vi ireducibilan (G, A)-modul, odnosno svaki V¥ je
ireducibilan A% -modul.

9.2 Konac¢nodimenzionalne ireducibilne
reprezentacije od gl(l) i GL(Il,C)

GL(l,C) je grupa regularnih [ x [ matrica nad poljem kompleksnih brojeva C. gl(l) je
pak Liejeva algebra [ x [ matrica, dakle vektorski prostor M;(C) uz komutator [A, B] =
AB — BA.

Navest ¢emo jo§ poznati rezultat o klasifikaciji ireducibilnih GL(I, C) (pa time i gl(1))
modula. Uo¢imo torus T' = (C*)!. Njega moZemo promatrati kao podgrupu dijagonalnih
matrica od GL(I,C).
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GL(Il,C)-modul V' se kao vektorski prostor dekomponira
V:@VH, Vi={veV, z-v=>z:rv=2". .. 2", zasve z € T},
gdje su p € Z™ tezine. Na skupu tezina definiramo parcijalni uredaj A > u za
AN—p= (ki ks — ki, ki1 — k2, —ki1), ki > 0.

Kazemo da V' ima najveéu teZinu \ ako V) # 0 te ako V,, # 0 povlaci A > p.

Sa N ozna¢imo podgrupu unipotentnih matrica (gornjetrokutaste matrice sa jedini-
cama na dijagonali). Za vektor v € V kazemo da je vektor najveée teZine ako je
sadrzan u nekom V) i invarijantan je na djelovanje od N.

Definira se podskup dominantnih tezina

Y ={(my,ma,...,my), my>mg>--->my, m; €L}
Teorem 9.3. Za svaku teZinu A € ¥ postoji GL(l, C)—modul V (X) za koji vrijede sljedece
(medusobno ekvivalentne) turdnje:

1. V(X) je ireducibilan i najvece teZine \.

2. V(X) ima jednodimenzionalan potprostor vektora najvece teZine i ti vektori imaju
tezinu \.

Svaki ireducibilan konacno—dimenzionalni modul za GL(l,C) je izomorfan nekom V(\),
Ae .

Uz ovu terminologiju je jednodimenzionalna reprezentacija g — det(g) ustvari iredu-

cibilna reprezentacija V(1,...,1). Analogno je g — det(g~!) ireducibilna reprezentacija
V(—1,...,—1). Vrijedi
V..., ) @VA\) =V +1,....,\+ 1),
V(i-1,...,- 1)@V =V —1,....\ — 1),

pa je dovoljno promatrati tezine \ iz skupa
P+:{<m1am27"'>ml)a lemQE"'ZmZEO,mZ’GZ}.

Kona¢nodimenzionalne reprezentacije od GL(l,C) i gl(l) su u bijektivnoj korespoden-
ciji. Naime, reprezentacija
m:GL(l,C) — Aut(V)
inducira reprezentaciju
drm. : gl(l) — Der(V),
gdje je dm, diferencijal reprezentacije grupe u identiteti, dok reprezentacija
7' gl(l) — Der(V)

inducira reprezentaciju

expor : GL(I,C) — Aut(V),

gdje jo exp(n’(g)) = 07, .
Zbog ove konstrukceije, i ireducibilne reprezentacije od gl(l) i GL(I,C) su u 1-1 ko-
respodenciji. Uz tu korespodenciju imamo vezu vektora najvece tezine za Liejevu grupu

GL(l,C) i Liejevu algebru gl(l):

Propozicija 9.4. Netrivijalan vektor v € V,, je N— invarijantan (odnosno vektor najvece
tezine za grupu GL(l,C)) ako i samo ako E;-v = 0 za djelovanje Chevalleyevih generatora
E; € gl(l), tj. matrica koje imaju 1 na koordinatama (i,7+ 1) i 0 drugdje.
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9.3 Eksplicitna fermionska realizacija verteks algebre
WH—OO

Ponavljamo rezultat o ulaganju proste verteks algebre W1, u verteks superalgebru
F® iz |37]. Preciznije, iz dekompozicije od F® pomoc¢u dualnog para (gl(l), g[) i ho-
momorfizma ® : D — g/;\[, pokazuje se da je ireducibilna komponenta za trivijalnu tezinu
upravo LVi+eo,

Oznacimo s C asocijativnu Cliffordovu algebru zadanu generatorima ;", 1, i € %+Z
i relacijama

[ ;7¢;LF:T¢$¢;'%w;¢;f: m+n,05
[ $’¢:h-:[¢;a¢;h-:(l
Oznacimo sa F ciklicki C'—modul generiran vakuum vektorom |0) takav da

Urial0) =910 =0 (n € Zxo).

Fockov prostor F je, kao vektorski prostor, izomorfan s vanjskom algebrom

A ({5, In<0}).

Definiramo par formalnih redova potencija

- Z¢:+%x_n_l’ v(x) = Zwr;rlx "

nez neL

sadrzanih u (End F)[[z, z7!]], odnosno takvih da su im koeficijenti generatori Cliffordove
algebre C. ¢¥*(z) i ¢~ (x) su sadrzani u Hom(F, F((x))) pa su slabi verteks operatori.

Propozicija 9.5. Polja " (x) i ¢~ (x) su lokalna u smislu da postoji k € N takav da
(21 — $2)k[¢+($1)7 Y~ (z)]4 = 0.
Dokaz. Antikomutator je jednak x| 15( ) pa vidimo da je dovoljno uzeti k£ = 1. O

Uzmemo [ parova fermionskih polja ¢™F(x), ¥ ~P(z) i promatramo pripadni Fockov
prostor F®!. Definiraju se sljede¢i formalni redovi

!
E(x1,12) Z me J = Z L TP (2 )P (1) o,
p=1

1,jEZ

e’ (x Z Pl (n) " = P(a)p N (z) . (p#£q),

Pi(z) = eMn)a " = PP () s (p#£),
() = ebi(n)a " = PP (a)g Y (x)

pri ¢emu p,q = 1,..,0 a normalni produkt :: znaéi da se operatori koji ponistavaju |0)
pomi¢u udesno do vakum vektora i mnoze sa (—1) potencirano na broj pomaka. Drugim
rijecima, za a',...,a" € {VFF}, 0y, i, €L+ 3
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4l O a}lzai...a;; 11 <0
wrrt T (=1 ':aZ...al taj, i1 >0
Zbog lokalnosti koja je navedena u Propoziciji 9.5, dobivamo da je F®! verteks supe-
ralgebra.
Operatori

1
_ .oy TP —D . -
E?:vj - Z . 77Z)_Z+%77Z)]_% X Z’j S Z
p=1

daju reprezentaciju od 5{ sa centralnim nabojem [ na prostoru F*!, dok operatori e?(n),
eP(n), efl(n), p,q = 1,...,l,n € Z daju reprezentaciju afine algebre 50(2[) centralnog
naboja 1. Stavimo li n = 0, eP9(0),€eP9(0),e2(0), p,q = 1,...,l,n € Z generiraju repre-

zentaciju horizontalne algebre so(20). Operatori

e =e(0) =) ulhvTt,
i€z
daju reprezentaciju od gl(l).
U Lemi 3.1 iz [37] je pokazano da gore definirana djelovanje od gl(l) i od gl na F®!

medusobno komutiraju.
Takoder je promatran potprostor

(FEHD = £y e F® gl(l)v = 0}.

za koji se lako pokaZe da je verteks podalgebra od F®!.
Zbog razmatranja iz [37|, Remark 3.1, F*' ima %Z—graduaciju, induciranu svojstve-
nim vrijednostima operatora d

[d, ] = ju=F, d|o) =0.

Pri toj graduaciji F®' je kvazikonacan vektorski prostor. Horizontalna algebra so(2[) ima
tezinu 0, pa i njena podalgebra gl(l) djeluje poluprosto na F&.

F® je i ireducibilan C-modul pa smo u uvjetima Teorema 9.1 i V? je ireducibilan
A®—modul. Zbog rezultata iz klasi¢ne teorije invarijanti, A9 je kvocijent od U(gl).

Ako uzmemo g = gl(/) i A= C u Teoremu 9.1 dobivamo dekompoziciju

Fel _ @L()\, gl() @ V2,

AEY
gdje je L(\, gl(l)) ireducibilni gl(l)—modul najvece tezine A, a V* neki al—modul.

Dodatne informacije o V* se dobiju konstrukcijom vektora najvece teZine.
Definiraju se operatori

':'+’m — +yi e ittt
—1 — w,er% w,% 7%7
=—m — 777; 77‘ 771'
=" =9 R
! —mty -3 ~3
~ %
pri éemu podrazumijevamo Z5° = 1. Definiramo A, : ¥ — gl
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Teorem 9.6. [37], Teorem 3.1.

~

1) Vrijedi sljedeéa dekompozicija (gl(l), gl)-modula F&':

=@ L ai) @ L (AL (), gl1)

gdje je L(\, gl(l)) ireducibilni gl(l)-modul najvece teZine A, L(A+()\),é\[, l) je iredu-
cibilni gl-modul najveée tezine Ay (X\) centralnog naboja l.

2) Za dani X = (my,...,my) € X, neka je
my 2 ccemy 2 Mipg = =mj1=0>m; > - >my.

Tada je vektor najvece teZine koji odgovara najvecoj tezini A € X dan formulom

vy =BT ETTESTT L ET™0). (9.1)

Iz teorema slijedi da je za A = 0, V* = (]—"®l)9[(l) ireducibilna reprezentacija od 5[
Koriste¢i homomorfizam

D D — é\[
Do (t™ f(D Z (=J
€z
slijedi da je (F®)0 ireducibilna reprezentacija od le”‘”. Ovo razmatranje povladci
sljedeci teorem:

JmJ

Teorem 9.7. Postoji homomorfizam
D : MIW”‘X’ — F&

jednoznacno odreden s
i . a\* .
e e () v
odnosno l
Tl (5 1) = ke o).
i=1

~Y 1'<Xl g[ l ~ ” +oo
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9.4 Simplekticka grupa Sp(2[,C) i opéa linearna grupa
GL(l,C)

Simplekticka matrica reda 2l nad poljem C je kvadratna matrica oblika
A B
=16 o)
pri ¢emu su A, B, C, D kvadratne matrice reda [ takve da vrijedi
A'D-C'B=1, A'C=C'A, D'B=DB'D.

Drugim rije¢ima g je simplekticka ako ¢*.Jg = J pri ¢emu je

0
Simplekticke matrice ¢ine grupu obzirom na mnozenje i ozna¢avamo je sa
Sp(2l,C).
Grupa Sp(2l, C) prirodno djeluje na simplekticki vektorski prostor
C? = Spanc{by,...,b,ci,...,q}.
Neka je A € GL(l,C) proizvoljna regularna matrica reda [. Tada je o¢ito

F 0

0 (A_l)t} € Sp(2L,C).

Na taj nacin dobivamo ulaganje
GL(l,C) — Sp(2l,C).

Prisjetimo se da su generatori od GL(l,C) dani s

1

i — 0 1
. ;i F GGy =11
J— 1 0

1

(matrica dobivena iz jedini¢ne matrice I zamjenom i-tog i j-tog retka),
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i — A L ON£0,i=1,...,1

1

(matrica dobivena iz I zamjenom i-tog elementa na dijagonali sa skalarom M),

il

i— 0 1

(matrica dobivena iz I zamjenom 0 na mjestu (7, j) sa 1).
Ozna¢imo odgovarajuce elemente grupe Sp(2[,C) redom s

Gijs  Gixy  9(ij)-
Ocito vrijede relacije
9ij(bi) = bj, i (b;) = bi,  gij(bx) = bk, zak #1,7],
gij(ci) =cj,  gij(ci) =ciy  gij(er) = ek, zak #14,7,
Gia(bi) = Abi,  gia(by) = by, zak #14, gia(c) = %Cu girlck) = cx, zak #1i,

965 (b)) = bi + b5, gu(bk) =bi, K # 14, guj(c;) =c¢; — i, gujlcr) = cr, k # J.
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9.5 Eksplicitna realizacija verteks algebre W, na sim-
plektickim fermionima

U Tocki 9.3 smo uspostavili vezu izmedu L, Witee § pogodne ireducibilne komponente
od F®. Taj postupak cemo 1m1t1rat1 kod L 57 1 pogodne ireducibilne komponente od

simplektickih fermiona FLFY je Verteksfpodalgebra od F® generirana vektorima
bi =y7110), i =vT300),
2 2
odnosno poljima

bi(x) =Y (bix) = Y bi(n)a™ =Y e

ne’ nez

ci(z) = Y(enx) = Y eiln)a™ " = Y(DY7H[0),2) = Y (=n)y, o,

neL neL

za 1 = 1,..,[. Vrijedi antikomutacijska relacija
(), ¢ (M) = 361

Ovaj modul je konstruiran u ¢lanku [2] (u oznaci SF) direktno iz asocijativne algebre
generirane sa {0, ¢’ |, i =1,...,1, n € Z} i antikomutacijskom relacijom, ali vidimo da
se zbog identifikacije operatora

b(n) = 0, i) = (o,
2 2
prirodno ulaze u F%'.

=l . . . .
UF” se prirodno promatra sljedec¢i konformni vektor

l

w=Y_c(—1)b(—1)|0)

i=1

i na taj nacin F postaje Zs¢—graduirna verteks—superalgebra centralnog naboja —2I.
Takoder u [2] je pokazano

Teorem 9.8. /2] Grupa automorfizama Aut F je izomorfna simplektickoj grupi Sp(2l, C),
koja prirodno djeluje na simplekticki prostor Spang{b;(—1)[0), ¢;(—1)|0)}.

Poistovjetimo 1i b;(—1)[0) sa b; i ¢;(—1)|0) sa ¢; tada je djelovanje generatora od
Sp(21,C) na (.7-"®l)1 dano relacijama u poglavlju 9.4 i proSiruje se na cijeli F¥ relaci-

J 9(10)) = [0)
g(bi(n)v) = (g(b:))(n)g(v)
glei(n)v) = (9(ci))(n)g(v),

Za v € ]_:®l

Buduéi da se GL(I) prirodno ulaze u Sp(2l,C), imamo i djelovanje podgrupe GL(I)
—=al
na F
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Lema 9.9. Za g € GL(Il,C) vrijedi
Q(Jﬁk—1|0>) = Jﬁk—1|0>
za svakt k > 1.

Dokaz.
Jkk: 110)) Zk' (—k))[0) =

= Z klg(bi(=1)|0))19(ci(—1)[0))-k[0)
i=1
Dovoljno nam je dokazati tvrdnju za generatore od GL(l,C) Razlikujemo tri sluc¢aja:
(1) g = gij, transpozicijska matrica koja zamjenjuje stupce i i j a ostale ostavi nepro-

mijenjenima.

k,g(J'“k 10)) =~ g(by)19(cp) [0} + g(b) -19(c:)—£]0) + g(b;)-19(c;)—£|0)

PFLJ

= by(— k)[0) + b;(=1)¢;(=k)[0) + bi(=1)ci(—k)|0)
p#L,j

l

= by(~1)e,(—k)[0)

p=1
(2) g = ¢i.x, mnozenje stupca ¢ skalarom .

k'g (J5-1]0)) Zg —19(¢p)-k|0) + g(bi)(—=1)g(c;)(—k)|0)+
pFi

> b= k)10) + Abi(—1 ci(—k)l()) =D by(=1)ey(=k)[0)

p#i

(3) 9 = guj = I+ e, jedinifna matrica uvecana za matricu koja na koordinatama
(,7) ima 1, na ostalima 0.

k,g(Jkk 10)) = > 9(By)-19(cp)-[0) + g(b)-19(ci)-£10) + g(b;)-19(c;)-+]0)

pFLG

=D b k)10) + (b + b;)(=1)ei(=kK)[0) + b;(=1)(¢; — i) (=k)[0)

P#L,J
= by(=1)e,(=H)|0)

Buduéi da su svi elementi od GL([, C) generirani sa operatorima g; ;, gix, g(,;) vidimo
da je slika od M invarijantna na GL(l,C). O
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Tada homomorfizam
P - ]\4W1+oo — F&

. o —ol
restrikcijom odnosno ulaganjem MWfo — MW”‘X’ i restrikcijom na (]—"® )GL(Z)

homomorfizam

postaje
B MW 5 (FHELO, (9.2)

Za prostotu od (?@)GL(Z) nam treba dekompozicija pomoé¢u dualnih parova. Defini-
ramo Liejevu algebru gl, na sljedeé¢i nac¢in. Promatramo formalni red potencija

l
E(xy,25) Z Ezjxll Ley? Z s by(x1)cp(z2) oy
p=1

1,jEZ
odnosno koeficijente

l

!
Em:z:bp (—1)cp(y Z PP

p=1 p=1

Koeficijenti EZ] generiraju Liejevu podalgebru od 5[ razapetu sa {E; ;| j # 0}. To ¢e nam
biti beskona¢nodimenzionalni dio dualnog para. Prvo ¢emo pokazati da djelovanja grupe
GL(l) i Liejeve algebre gl komutiraju.

Teorem 9.10. Djelovanja od GL(I) i 5[0 na Fo' medusobno komutiraju.

Dokaz. Dovoljno je provjeriti komutiranje djelovanja generatora grupe GL(l):
9ij>  Gix o 9G.,j)

sa Ei/,j/ = E;Zl : by(—i)cy(J) o, generatorima od al,.

l

9(Evv) = g(Evg)g(v) =D« (9(5,)) (=) (9(c))(7') - 9(v)-

p=1

Vidimo da tvrdnja o komutiranju djelovanja GL(l) i 5[0 slijedi ako pokazemo da je Eml
invarijantan na sve generatore g od GL(I). Racun je vrlo slican dokazu prethodne leme.

(1) 9 = Gij,
9(Evy) = 1 g(by)-vglcy)y  + 1 gbi)—sgles)yr - +: glbj)—vg(c;)y :
PF#i,J
=3 b (1)) 1+ by (=) ()  bi(—i)ei ) =
PFLJ
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= 3 b=+ bt ) (=Deld) 4 2 (=) (e — )

l
E bp —7/ Cp = Ei/J-I
p=1

Ova tri slucaja povlace rezultat

9(Ey jv) = Ey j1(g(v)),

pa time i komutiranje djelovanja GL(l) i é\[o na F
]

Sada ¢emo primjeniti rezultate iz Tocke 9.1 na simplekticke fermione.
Neka je A asocijativna algebra s generatorima b;(n), ¢;(n), i = 1,...,l, n € Z i
netrivijalnim relacijama

[bi(n), ¢;(m)]4 = 16; 0, -
Djelovanje grupe Sp(2l, C) na simplektic¢ki prostor
C? = Spanc{by,....b,c1,...,¢}
se prirodno prosiruje do djelovanja grupe Sp(2(, C) na A. Buduéi da je GL(I, C) podgrupa
od Sp(2(,C), dobivamo da GL(l,C) djeluje na A automorfizmima. Iz klasi¢ne teorije

invarijanti (potpuno analogno kao u Tocki 9.1, vidi takoder [37]) slijedi da invarijante
obzirom na djelovanje od GL(l,C) na A,

ACLLE) — L4 € A|lga = a 7a svaki g € GL(I,C)}
¢ine asocijativnu podalgebru generiranu elementima
!
Z by(— ., 1,J € L. (9.3)
p=1

Dakle, ta algebra je kvocijent od L{(gA[O). Prema tomo vrijedi slje¢i rezultat. (Uo¢imo
da smo u prethodnoj lemi kao pomo¢ni rezultat imali F; ; € AGEEC)
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Propozicija 9.11. Postoji netrivijalni surjektivni homomorfizam asocijativnih algebri:
U U(gl,) — AGHEO
jednoznacno odreden formulom (9.3).

Nadalje, algebra verteks operatora 7—"®l je ireducibilan A—modul, te je direktna suma
kona¢nodimenzionalnih GL(I, C)—modula. Dakle imamo dekompoziciju

?®l:®(E®VE)

pri ¢emu se sumira po svim klasama ekvivalencije ireducibilnih GL(l, C)—modula, a svaki
VE je AGEEC) _modul.
Sada nam Teorem 9.2 (vidi i diskusiju koja prethodi tom teoremu) daje

Teorem 9.12. Svaki V' je ireducibilan A““HC) —modul.
Korolar 9.13. Svaki V' je ireducibilan gA[O—modul.

Posebno, u sluc¢aju trivijalnog modula dobivamo:

Korolar 9.14. (.f@l)GL(Z’C) je ireducibilan g[o—modul.

Sada sli¢no kao u Poglavlju 9.3 zaklju¢ujemo da je slika homomorfizma ®, danog
relacijom (9.2), zapravo prosta verteks algebra:

Teorem 9.15. Vrijedi:
(F)eHte ~ 11,
Dokaz. Zbog preglednosti navest ¢emo osnovne dijelove dokaza, iako su analogni kao kod
Teorema 9.7. z
Prvo, (f® JELEL) je prosta verteks-algebra i zbog Korolara 9.14 ona je ireducibilni
gl,— modul. Takoder iz konstrukcije slijedi da je (?@)GL(”C) i kvazikonaan gl,—modul.
Sada mozemo primijeniti homomorfizam &) = ®g|5., (vidi [22] i Tocka 4.2.) i zakljuciti

da je (F)GLUO) jreducibilan DM-modul. Odavde slijedi tvrdnja. 0

Ovom konstrukcijom smo dobili ulaganje proste verteks algebre LKV; u verteks su-

peralgebru simplektickih fermiona F¥'. Da bi dobili dekompoziciju od F kao modula
za dualni par (GL(l,C), gl,), preostaje konstruirati odredene singularne vektore. Defini-
rajmo operatore:

5 = bi(—my) .. bi(—=1) = EF™

Pomoc¢u njih ¢emo konstruirati singularne vektore, ali prvo navedimo tehnicku lemu:

67



Lema 9.16. Vrijede komutacijske relacije

[Eij, by(m)] = 6, —mmby(—i),

[Ei,jv cp(m)] = 0immey (),

E;;, E;vm] =0, (j>1i>0),

(B, 2™ =0, (j>i>0),

[Eii, é; ]

1<i<ml(—)Em,
[Ei,ia E_ym]

p

[~1>4 > —m]iE;™,
gdje je [1 <i < m] jednak 1 ako je izraz u zagradi istinit, 0 inace.

Dokaz. Ra¢unamo

E bp(_i)cp(ﬂ 5 bp(m)]’

<.
'Bb‘
—~
2
I
S
L)
—~
.
N~—
O
Q
—~
<
N~—
_UQ"
—~
2
Il

buduéi da je za p # g komutator [: b,(—i)c,(j) :, by(m)] nula. Sad imamo dva slucaja, gdje
ovisno o predznacima ¢ i 7, normalni produkt promijeni ili ne promijeni poredak operatora
by(—i) icy(j). Akoje —i>01ij <0

- bp(—=1)ep(G) 25 bp(m)] = [—=cp(d)bp(—1), bp(m)] = —c,(5)bp(—4)bp(m)+

bp(m) ey (5)bp(—i) = —c,(5)(bp(—1)byp(m) + by(mM)by(—i)) + 65 —mmby(—1)
= 0j,—mmby(—1).

Analogan racun za slucaj kad normalni produkt ne promijeni poredak b,(—7) i ¢,(j) daje
isti rezultat.
Sli¢no dolazimo i do druge relacije. Za izraz

l

[Ei, cp(m)] = Z[ by(—1)cq(d) 1 cp(m)] = [: bp(—i)cp(J) =, cp(m)]

g=1

dobijemo dva slucaja koji dadu isti rezultat. RaspiSimo sluc¢aj kad se u normalnom pro-
duktu ne mijenja poredak, odnosno za —i < 0ili 7 > O:

[bp(=2)cp(d), cp(m)] = bp(=i)ep(F)ep(m) — cp(m)bp(—i)ep(f) =

by (=) (cp(d)cp(m) + cp(m)cy(5)) — Omi(—i)cp(J) = dimmey ().
Raspis trece relacije daje

[Ei,j7 E;’m] = EZJE,;’m — E;’mEL] = [Ei,ja bp<—m)]E;7mil + bp(—m)

[Ei g bp(—m + 1)]‘5’;,771—2 + bp(—=m)by(—m + 1)[Ei,j7 bp(—m + 2)]§;’m_3 +
+(bp(—m) .. by(—2))[Eij, bp(—1)].
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Vidimo da ¢e zbog prve relacije ovaj komutator biti netrivijalan samo ako je jedan od
[E;;,by(k)], k = —1,.., —m netrivijalan. To vrijedi samo ako je d,_,kb,(—i) netrivijalno,
odnosno samo ako je 1 < j < m. Dakle, suma je ili trivijalna ili jednaka

_j[l <J< m]bp(_m) - -bp(_j - 1)bp(_i)bp<_j + 1) p (_1>'

Ukoliko je 7 > ¢ > 0 vidimo da se u kompoziciji pojavljuje operator b,(—i)? koji je 0.
Uvrstimo li j = ¢ dobijemo rezultat

—[1<i< m]iE;’m,

odnosno desnu stranu pete relacije iz leme.
Sasvim analogno se dokazuje

[E;j, E;m] =i[-m <i < —1]e,(—m)...cp(i — 1)cp(J)ep(i + 1) ... cp(—1)

pa slijede Cetvrta i Sesta relacija.

Iz Leme 9.16 direktno slijedi sljedeci korolar.

Korolar 9.17. Operatori E“ djeluju poluprosto na F¥. Prema tome je tezinski
gl,~modul.

Sada navodimo sljede¢i fundamentalni rezultat.

Teorem 9.18. Za teZinu A € X parametriziranu cjelobrojnim l-torkama (mq, ..., my)
takvim da

mi > My > ce My > My :0:...mj0_1 > myj, > ... my
singularni vektor je dan formulom

_ =+m =M ==, =My =—,—my |0>
UA_\_JI ...\_4,L'O ‘_‘jO PRS- .

Tezine za gl, su dane relacijom
Ei vy = —|i]k;vy,

gdje je k; broj my—ova vecih ili jednakih i, za 1 > 0, odnosno broj m,—ova mangjih il
jednakih i, za v < 0. Tada vrijedi 1 dekompozicija

F =D LOGL(LC) @ L(A(N). gL, ~20),
AET
gdje je L(\, GL(l,C)) ireducibilan GL(l, C)—modul najmanje tezine A a L(A,(\), al
ireducibilan gl,-modul najveée tezine Ay(N).

09 _2l)
Dokaz. Radi urednijeg zapisa uvedimo oznake

p—1 l
_ Eivml _ E:l:7m7,
A, =TI, B,=[[=",
=1

ip+1
q—1
—+,m;
Cpg = H = P4
i=p+1

gdje prazne produkte A;, B;, C,, definiramo kao identitetu.
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Treba pokazati EZ'J‘U)\ =0zaj>iigvy=wvyzag € GL(l) donjetrokutaste sa 1 na
dijagonali. Buduéi da je podgrupa donjetrokutastih unipotentnih matrica generirana sa

g4

lige) = , acC,

7 —

1

(9(i,j) ima 1 na dijagonali, a na koordinatama (i, j) i ostalo 0), vidimo da je dovoljno
pokazati da g(; j ), takvi da je ¢ > j, fiksiraju v). Dokazimo prvo da je vy singularan za
gl,. Neka je i < 7, tada

!

_ =tm1 ShMigZ T Ty S gy L =Emyl
Ei,jl) = Ei,j*—*l S Zo cee Dy |O> = Ap[Ei,j7 =p P ]Bp|0>
p=1
~ =4, e . . , .
Zbog Leme 9.16, [E; ;, =, |m”|] su netrivijalni za sljedeca dva sluc¢aja

1. p<ig, 1<j<my, i>0.

[Eigs Z51m010) = =11 < < mlby(=m) .. by(=5=1)bp(=i)bp(—j+1) ... by(=1)[0).

Ei"mp‘

b,(—1i) je operator koji anihilira |0) pa zakljucujemo da je [E; ;, =,
sluc¢aju 0.

]|0) i u ovom

2p>]07_1zlzmp7320

By ZEI10) = il—m < i < ~1Jey(—m) ... ¢y(i — Depli)ep(i + 1) ... cp(~D)0)

7j7 —p
¢,(j) je operator koji anihilira |0) pa zakljucujemo da je [Em,Ei'm”'HO) i u ovom
slucaju 0.

Sada gledamo djelovanje podgrupe donjetrokutastih unipotentnih matrica iz GL(2l, C).

Sjetimo se da generator g(; ja), 7 < ¢ djeluje na ]_-"®l na nacin

giijbi(z) = (bi(z) + ab;(x))

gagei(x) = (¢j(2) — —ci(@))
a na vektore b, ¢, koji nisu b; ni ¢; djeluje kao identiteta. Zbog j < 1,

_ —+,tm; =+,+tm;
Uy = Aj\_/j Cj,iuz‘ ZBZ|0>,

l
6500 = ([ [ 965022 7™)10) = (9650047 (965027 7™ ) (96650)Cia)

p=1
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E?Qmi)(g (1,9,c )|O> (g(m Oz)H%e]mJ )Oj7i(g( 4,7, a)~e“5 mL)B |0>

o .. . —.i,|mi‘ - _.:I:,|mj‘
g(2]a) eventualno moze promljenltl = ili Hj

(3
; fmil prisutni operatori komponente polja b;(x), odnosno

(g(i,j,a)

, 1 to ne istovremeno. Naime

—

suprotno bi znacilo da su u =

=4+ . e
m; > 0, au = | operatori komponente od ¢;(z), odnosno m; < 0, a mi smo ¢ i j

odabrali tako da 7 > j pa m; < m;, buduc¢i da je A dominantna teZina. Promatramo dva
slucaja:

=+,lm;| _ =+,m;

1. Ako je m; > 0 tada je i m; > 0 pa je g =, =Z;7"7 a g(ija)Ux Dostaje

Operator (b;(—m;) + abj(—my;)) ... (bi(—1) + ab;(—1)) je suma operatora =Fm
2™ — 1 operatora oblika

By = 0™y, (=my) . by, (—1),

takvih da su uy € {i,j} i bar jedan je jednak j, tj. svaki od tih 2" — 1 operatora
By sadrzi neki bj(—m), 1 < m < m;. Buduéi da je ¢ > j, odnosno m; < my,
i :;“ 7 (koji se nalazi u operatoru A;) sadrzi bj(—m), pa A;ByB; sadrzi kvadrat

b?(— m) = 0, odnosno jednak je 0. Stoga

= Azéj_’mlBl|O> = Ux.

i mil = —|mil

2. Ako je m; < 0 tada je i m; <0 pa je g janZ ==, " a g(ijaUx postaje

Ai(eslmy) = eilmy)) - (es(~1) = ~e(~1) B0

Operator (c;(m;)—1c;(m;)) ... (cj(=1)—21¢;(—1)) je suma operatora FEv;’fmj i27mi—
1 operatora oblika

Cy = (ia)"cmmj) e (D)

takvih da su ug € {i,j} i bar jedan je jednak i, tj. svaki od tih 27" — 1 operatora
Cy sadrzi neki ¢;(—m), 1 < m < —m;. Bududi da je ¢ > j, odnosno m; < m;, i
=, ™ sadrzi ¢;(—m), pa A;CyB; sadrzi kvadrat ¢?(—m) = 0 pa je A;CyB; = 0.
Stoga

Ai(eslm) = —eilmy) - (6 (~1) = ~ei(~1)By[0)

= AJ§;7_mJBj’0> = U).

Tezine za gl, izracunamo koriste¢i Lemu 9.16.

20 l

E; vy = ZA (B, =5™]B, =i() [1<i<myl+ Y [-1>i>my))vs.

p=1 P=Jjo

Vidimo da ove sume broje upravo ky i da ne mogu istovremeno obe biti netrivijalne.
O
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Primjer. Za | = 3 i tezinu A = (2,2, —1)) singularni vektor je

U = b1(—2)by (—1)ba(—2)ba(—1)es(—1)[0).

b' i bl, (3 ]_,
9(21,0)% = by + O./bl, 1= 2,
94(2,1,0)C3 = C3.

Kad na vy djelujemo elementom g1 ) dobije se:
921,0)0x = b1(=2)b1(—=1)(b2(—2) + abi(—2))(b2(—1) + abi(—1))c3(—1)[0)
= U + Oé(-bl(—2)2b1(—1)b2(—1)03(—1> — b1(—2)2b1(—1)b2(—1)03(—1>—
aby(—2)%by (= 1)ba(—1)c3(—1))|0) = w.
Izra¢unajmo i djelovanje od Ei’,j’ za neke j' >4, na primjer j' = 3, i’ = 1.
El,g’U}\ = (b1<—1)C1(3) + bg(—1)02(3) + bg(—l)Cg(B))bl(-2)[)1(-1)[)2(-2)[)2(—1)

c3(=1)|0) = =b1(=2)bs(=1)ba(—=2)ba(—1)es(—1)[0) — bi(—2)bs(—1)
Takoder se lako vidi

Espvy = —4uy,
Eqvy = —2uy,
E_1 vy = —vy,

Eiuy=0, i¢{+1,2}.
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Poglavlje 10

Parafermionska konstrukcija za W4, za
centralni naboj ¢ = —4

U ovom poglavlju pokazat ¢emo da se verteks-algebra W, moze javiti i u nekim
drugim konstrukcijama verteks-algebri. Pokazat ¢emo da je u slucaju ¢ = —4 prosta
verteks algebra pridruzena W, izomorfna parafermionskoj verteks-algebri pridruzenoj
afinoj verteks algebri tipa Agl) nivoa —1. Ta afina verteks-algebra je zanimljiva i javlja
se u ¢lancima D.Adamoviéa i O. Pergea [8], te u ¢lancima A. Linshawa. Zanimljivo je da
opc¢enito parafermionske verteks-algebre nisu realizirane kao verteks-algebre pridruzene
beskona¢no—dimenzionalnim Liejevim algebrama. Ali ovaj na$ rezultat pokazuje da i
parafermionske verteks-algebre mogu biti tako realizirane.

Ovo poglavlje koristi neke dijelove teorije W-algebri, afinih verteks-algebri i verteks-
algebri pridruzenih resetkama koji se ne javljaju u ostatku radnje. Zbog toga strukturne
dijelove tih teorija su izostavljenje. Detaljnija analiza rezultata iz ovog poglavlja i neke
zanimljive primjene bit ¢e izloZene u ¢lanku [1].

Neka je L = ZB, (f,8) = —2 i neka je Vi, = Mz(1) ® C[L] verteks algebra resetke.
Promatrajmo verteks superalgebru

F®2 & VL7
i njenu podalgebru generiranu s
1 1
e = ¥ <_§)\I/2 (_5)1 ® e’
., 3, 3 _
=1 (_5)‘112 (_5)1 ®e”

ho= -8

Tada e, f, h jako generiraju verteks podalgebru izomorfnu prostoj afinoj algebri verteks
operatora L_1(sly). Virasorov vektor w dobiven Sugawarinom konstrukcijom dan je for-
mulom

g = P11 (U ()W} () + W5 ()W ()1

1
= —15(—1)21 + J5,1.
Promatrajmo koset podalgebru

K(sly,—1)={ve L_y(sly) | h(n)v =0 VY n >0}
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K(sly, —1) je algebra verteks operatora centralnog naboja ¢ = —4 sa konformnim vekto-
rom J' = J1,1.
Lema 10.1. Vrijedi
J? = J%,1 € K(sly, —1).
Dokaz. Vrijedi jednakost
3 3 3 3

e(=2)f = (U7 (=5)¥] (=5) + B3 (=) WF(=5)1+ L(-1)B(-1)1 + py(H)1,

pri cemu je .
ps(B) = =5 (B(=1)" +38(=1)8(=2) + 25(=3))1,
a to povlaci tvrdnju J? = J2,1 € K(sly, —1).

Prisjetimo se da smo konstruirali homomorfizam
o MV T
Buduéi da je M"Y generirana s J', J? (ne jako generirana!), slijedi zakljucak:
Lema 10.2.
Im(®) C K(sly,—1).

Koristeéi strukturnu teoriju koset verteks algebri K (sly, k) razvijenu u nizu ¢lanaka
autora C. Dong, H. Yamada, C. Lam i drugih, znamo da je K(sly, —1) kao verteks algebra
jako generirana Virasorovim elementom w centralnog naboja —4 i tri primarna vektora
(singularna vektora za Virasorovu algebru) W3, W4 W5 konformnih teZina 3, 4 i 5 re-
dom. Tada je K(sly,—1) W-algebra tipa W(2,3,4,5) i centralnog naboja —4. Stovise, u
[17] (vidi takoder [10] ) je pokazano da je verteks-algebra K (sls, k) generirana vektorom
konformne tezine 3

W3 = E*h(=3)1 + 3kh(=2)h(—=1)1 + 2h(—1)1
—6kh(—1)e(—1)f(=1)1 + 3k*e(=2) f(—1)1 — 3k%e(—1) f(—2)1.
Stavimo li £ = —1 u gornji izraz, dobijemo
WP = —B(-3)1 - 38(-2)B(—1)1 — 28(-1)*1
—68(=De(=1)f(=1)1 + 3e(=2)f(=1)1 = 3e(-1) f(=2)1.

Buduéi da je u verteks algebri M= svaki primarni vektor konformne tezine 3 pro-
porcionalan sa

J231 — %JigL

imamo

W3 =v(J%,1 — %J£31) (v #0).
Ovo povlaci da K (sly, —1) C Im(®). Na ovaj nac¢in smo dokazali sljedec¢i rezultat
Teorem 10.3. Vrijedi:
(1) K(sly,—1) = LY.
(2) Im(®P) je prosta verteks algebra.
(8) LY je prosta W-algebra tipa W(2,3,4,5).
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Sazetak

U radnji prouc¢avamo strukturnu teoriju i teoriju reprezentacija verteks algebri Wy, i
W4 za neke centralne naboje. Dajemo eksplicitnu formulu za familiju singularnih vektora
u univerzalnim verteks algebrama Wi, i W.

Dokazano je da je netrivijalni kvocijent verteks algebre W, za ¢ = —2 izomorfan Ws 3
algebri iz ¢lanka W. Wanga [36]. U slucaju centralnog naboja ¢ = —4 prosti kvocijent od
W je izomorfan parafermionskoj verteks algebri pridruzenoj afinoj Liejevoj algebri Agl)
nivoa -1. U sluc¢aju nekih drugih centralnih naboja odreden je minimalan skup generatora
kvocijenata univerzalne verteks—algebre za W..

Promatrana je teorija dualnih parova i realizirana je verteks algebra W, kao podalge-
bra verteks superalgebre pridruzene simplekti¢kim fermionima. Dokazano je da je verteks
superalgebra pridruzena simplektickim fermionima potpuno reducibilna reprezentacija od
Weo.
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Summary

In this thesis we study structure and representation theory for vertex algebras W7, o
i W for certain central charges. We give explicit formula for a family of singular vectors
in universal vertex algebras Wi . i W.

It is proved that a non-trivial quotient of the vertex algebra W, with central charge
¢ = —2 is isomorphic to Wy 3 algebra from the paper of W. Wang [36]. In the case of
central charge ¢ = —4 simple quotient of W, is isomorphic to the parafermionic vertex
algebra associated to the affine Lie algebra Agl) of the level -1. For some other central
charges, the minimal set of generators for the quotient of universal vertex algebra of W
is determined.

The theory of dual pairs is used for realization of the vertex algebra W, as a su-
balgebra of the vertex superalgebra associated to the symplectic fermions. It is proved
that the vertex superalgebra associated to the symplectic fermions is completely reducible
representation of W..
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